
 دراين بخش نوع ديگر ضرب دو بردار ، به نام ضرب بردار ي را مورد مطالعه قرار 
 

 بر خلاف ضرب عددي ، حاصل ضرب برداري دو بردار ، خود يك بردار . مي دهيم
 

 نخست تعريف جبري اين ضرب را ارائه مي دهيم وسپس تعبـير هندسي. است
 
 توجه داشته باشيد كه ضرب برداري فقط در         تعريف. آن را مي آوريم 
 
 .  مي شود و در         و          هم به شرطي كه زيرفضاي        محسوب شوند 

 ضرب برداري 

3R

2RR3R

4



 :تعريف
 

  حاصل ضرب برداريفرض كنيم                        و                       دو بردار باشند 
        

 . در      برداري است به نمايش           كه به صـــورت زير تعريف مـي شود       

)a,a,a(a 321
)b,b,b(b 321

b aba

122131132332 baba,baba,bababa

 راه ساده تري نيز براي به خاطر سپردن 3با استفاده از دترميــــــنان مرتبه 
  

ba .فرمول             وجود دارد

2



 به صورت زير نمايش 3اين عبارت رامي توان با استفاده از نماد دترمينان مرتبه 
 .داد

 :مثال
 

 به ازاي بردار هاي                  و                     ،بردار هاي          و         را
 

 .مشخص كنيد
 :حل

3,1,2a4,2,1bbaab

321

321

bbb
aaa
kji

3



 :قضيه
 

b يك اسكالر باشد، آنگاه        و اگر     و     دو بردار a

 )الف
 
 )ب
 
 )پ
 
 
 )ت
 
 
 )ث

)ab(ba

0aa

)b(a)ba(b)a(

cabacba

cbcacba

5



آيا ضرب خارجی دارای خاصيت شرکت پذيری است؟ :سوال

6



 :قضيه  
 

 اگر      و      دو بردار ناصفرباشند، آنگاه

 ،             )                         الف

 .درنتيجه اگر                 آنگاه         برهر دو بردار     و    عمود است

b a

0ba.a0ba.b

0babab a

7



8

ab0 اگر        زاويه بين    و    باشد                   آنگاه )ب

sin. baba

 :نتيجه
 

ab0ba .اگر               دو بردار نا صفر     و     موازيند اگر و تنها 



 :تذكر  
 برابراست باOAFBشكل زير نشان مي دهد كه مساحت متوازي الاضلاع 

z 

x 
y 

B ab

o 

sinb

F 

A 

 است با درنتيجه   مساحت اين متوازي الاضلاع برابر
 

sin. ba

sin. baba
9



 مثال
              خواهيم نشان دهيم كه سه نقطه مي 

 .را پيدا كنيم ABCبريك خط نيستند و مساحت مثلث

 

10

A(1, 2, 3) C(3, 1, 2) , B(2, 1, 3) , 



,321 kajaiaa

321

321

321

).(
ccc

bbb

aaa

cba

  تعريف  
حاصلضرب                      را حاصلضـــــرب سه گانه مختلط سه 

 .،     و       ناميم    بردار 
).( cba

ac b

,321 kbjbibb,321 kcjcicc

11



 :مساله 
 

 نشان دهيدكه                   برابر با حجم متوازي السطوحي است كه     ،     ،
 

 سپس حجم متوازي السطوح را به ازاي        .سه ضلع مجاور آن باشند      
 .و                  حساب كنيد                              

)cb.(aabc

0,1,1a
1,3,2b2,0,1c

 :حل
 اگر     زاويه بين دو بردار            و         باشد،آنگاه ارتفاع متوازي السطوح برابر

 
 . است با                  

cb

cosa

a

cb

b

a

c
12



13



14

 مثال
 در يك                                    چهار نقطه                                  آيا 

 صفحه هستند يا نه؟ در صورت منفي بودن جواب حجم متوازي السطوح  
 .تشكيل يافته  توسط                      را تعيين كنيد

A(1, 2, 3)  , O( 0, 0, 0) C(3, 2, 1) , B(2, 3, 1) , 

OA,OB,OC



ر فضا  ط 

ار مواز  ا  نقطه و بر و نقطه  وسط  ه)  ر صف ا ر فضا (  l ط هر
 

ار   ط l   و بر ر نقطه                              بر ل ز رش  . ص م شو با  l   مش
 

ط l اس  ه نقطه P بر رن  . ه اس                    مواز باl  رسم ش
 

ه  ه باش به طور  اش و  الر t و ر اس نها ا ر و   ا

( )0000 z,y,xP

)a,a,a(a 321=
→

atPP0 =



z 

y 

a

o 

)a,a,a(A 321

 

0000 z,y,xP

x 

 و                      آنگاه                                                    اگرحال 
 

 پس

POP00 POPatPPPP 00

.atPP 0
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له را  ن معا ط   l ا ار   له  بر ل  معا ار  معا له بر ن معا م.ا م نام
 

و طرف   ن مولفه ها  ا ه ازمســــاو قرار ر  له ع ز اس با سه معا
 

    : ه اس س  آم ساو فوق به 

لا را   ن معا رآن            . ا ط lه  ر  ارام لا   م و معا را   t  م نام
 

م.    وئ ر م  ارام  

30

20

10

tazz

tayy

taxx

+=

+=

+=

Rt∈



 :مثال
 تعيين گذردمي                و                 راكه از دو نقطه     lمعادلات متقارن خط 

 .                كنيد
)5,6,4(P1)0,3,2(P2

 :حل
 
 

18



mk

P0 (1, 0, ط (2 نه  نقطه                       را نسب به  ر و قر صو ال:  م
  . س آور به 

l :
x

1
=
y− 2
3

= z



 :تذكر
 

 مخالف صفر                         ،فرض براين است كه  lدر معادلات متقارن خط 
 

 دراينجا حالت هايي را بررسي مي كنيم كه يك يا دوتا از اين مقــادير . هستند
 .صفر باشند

 :حالت اول
            

 موازي با صفحه  lدر اين صورت خط . مخالف صفر باشند              ولي             
 

 yzاست و معادلات متقارن آن عبارت اند از 

123 a,a,a

0a123 a,a

3

0

2

0

a
zz

a
yy

0xx , 
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 :حالت دوم
 .استz موازي با محور  lاين صورت خط در  .ولي                                        

 
 معادلات پارامتري آن . مي گذرد                   خط قائمي است كه از نقطه  lيعني 

 
 عبارتند از

 و درنتيجه معادلات متقارن آن عبارتند از

 
 .حالت هاي ديگر شبيه به اين دو حالت هستند

0aa 210a3

)z,y,x( 000

0xx 0yy 30 tazz

0xx 0yy

, , 

, 

20



 :مثال
 

 مي گذرد و با بردار (1,2-,8)را كه از نقطه  lمعادلات متقارن خط 
 
 .بيابيدرا   ،موازي است 

 :حل
 به   lدرنتيجه معادلات زير براي.،              و                               دراين جا  

 :دست مي آيند

3
2z

2
8x,y=-1 

2a10a23a3

)3,0,2(a

21



 :از خطنقطه فاصله 
 

 كنيم فرض  .مي گذرد و با بردار      موازي است          از نقطه    lفرض كنيم خط 
 

 .قرار ندارد  lبر      نقطه  

0P

z 

x 

y 
o 

L 

H 

d 

0P

1P

P

a

a

1P

 در اين صورت

sin101 PPHPd

sinPPaPPa 1010
a

PPa
d 10  ، پس                                              چون

24



 مثال  
P0)2,3,1( .با معادله هاي دكارتي زير را پيدا مي كنيم lاز خط                  فاصله نقطه 

1
2z

2
1y

2
3x:l

 :حل
 

 داريم . را بر اين خط انتخاب مي كنيم P(3, 1, -2)نقطه 
 
 
 

 عبارت است l از Pاست، پس فاصله                              بردار   lچون امتداد خط 
 از 

k4j2i2PP0

kj2i2OA

22
3

26
9

660

0

ji

OA

PPOA
HP

25



  :تعريف  
 .مي ناميم اگر منطبق ، موازي و متقاطع نباشندمتنافر را       و   Lدو خط 

 :مثال
 .در يك مكعب مستطيل يالهايي وجود دارند كه خطها ي شامل آنها متنافرند

 .هستند، متنافرند  CD و ABدر شكل زير خط هايي كه شامل پاره خطهاي

A 

B 

D 

C 

 خطهاي متنافر 

L

26



 قضيه   
 تدادهاي به ترتيب مو    با ا     خطهاي

 .موازي اند يا منطبق اند اگر وتنها اگر شرط زير برقرار باشد
lckbjaiOA,kcjbiaOB

c
c

b
b

a
a

 از قضيه فوق نتيجه مي شود كه يك شرط لازم براي تقاطع يا تنافر دو خط 
 و    مذكور در قضيه فوق اين است كه يكي از شرايط 

 )الف   
    
 )ج)                                                  ب

 . برقرار باشد

c
c

b
b

a
a

c
c

b
b

a
a

c
c

b
b

a
a

l

ll
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 در برخي از مثالهاي زير هيچ يك از اين شرايط براي تقاطع يا تنافر دو خط 
 .كا في نيست

 :مثال  
 به ازاي خط هاي  )الف    

 
 
 
 

 از  در معادله هاي    صدق (3 ,2 ,1)و    موازي يا منطبق اند نقطه     بنابراين
 .پس   و     موازي اند و منطبق نيستند. نمي كند

321
: zyx
l

6
3

42
1:, zyx

l

2
1

c
c

b
b

a
a

l

l

lll

l
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 امتداد خطهاي )ب      
 
 

 در شرط
 
 

 بنابراين اين خطها موازي يا منطبق نيستند و نشان مي دهيم كه . صدق مي كند
 .براي اين منظور معادله هاي پارامتري خطها را در نظر مي گيريم.متقاطع اند

321
: zyx
l

9
2

32
1:, zyx

l

2/9
3

3
2

2
1

tz

ty

txl

3
2

:

sz

sy

sxl

2
9
3

21:
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 وجود دارند به طوري كه sو tاگر     و    متقاطع باشند ، عددهاي 
 
 
 
 

 نقطه  P(-3, -6,-9)بنابراين  .   t = -3   ,    s = -2از اين معادله ها به دست مي اوريم 
 .تقاطع است

l

s
2
9t3

s3t2
s21t

 به ازاي خطهاي  )پ    
 
 
 

 اگر اين خطها متقاطع باشند بايد دستگاه. شرط                               بر قرار است
 
 

321
: zyx
l

4
1

32
:, zyx

l

c

c

b

b

a

a

st

st

st

413
32

2

l
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  s = t =0از دو معادله اول نتيجه مي شود كه . جوابي منحصر به فرد داشته باشد
 .كه تناقض است لذا خطهاي  فوق متنافرند  t = 1/3  ولذا از معادله سوم نتيجه مي شود

 ملاحظه مي كنيم كه خطهاي  )ت
 
 
 
 

 در مورد اين دو خط داريم. متقاطع اند O(0, 0, 0)در نقطه 

3
z

2
y

1
x:l

4
z

3
y

2
x:l,

c
c

b
b

a
a
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 :شرط متنافر بودن دو خط  
 و    به ترتيب Pاگر نقطه هاي  متنافرندو           OAو     با امتدادهاي       خطهاي 
 نقاط دلخواه بر    و    باشند به طوري كه بردارهاي                               يك كنج  

 تشكيل دهند، يعني

OA,AO,PP

AO l

l

0)AOOA.(PP

P

 :عمود مشترك دو خط متنافر
 خطي كه دو خط متنافر را قطع كند و بر هر دو عمود باشد، عمود مشترك

 اگر عمود مشترك خطهاي     و    اين خطها را به ترتيب. آنها ناميده مي شود
 و    قطع كند ، طول پاره خط             و يا طول بردار      را طول Pدر نقطه هاي     

 و       گاهي اين طول را فاصله دو خط. مي ناميم   و          عمود مشترك خطهاي
 هر گاه     و       نقاط. و       نزديكترين نقاط روي    و    هستند Pدر واقع . نيز مي ناميم

 .  دلخواهي به ترتيب روي    و      باشند، طول عمود مشترك آنها از رابطه زير به دست مي آيد
l

l l

l

PPP PP

P

l

l

l

ll

lQQ

ll 32



P 

l

P

l

AOOA

AOOAQQ
ppd

.
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 :مثال  
l .طول عمود مشترك خط هاي    و       با معادله هاي دكارتي زير را پيدا مي كنيم

,
2

1z
1
4y

2
4x:l 5

4z
3
2y

4
1x:l

 :حل
 امتداد هاي اين خطها عبارت اند از

 
 

 و    انتخاب مي كنيم     و                    را به ترتيب بر P(-4, 4,-1)حال نقطه هاي 
 داريم

k5j3i4AO,k2ji2OA

)4,2,1(P

,k5j6i5PP k2j2iAOOA

,710125)AOOA.(PP 3441AOOA

3 در نتيجه طول عمود مشترك برابر است با
7

AOOA

AOOA.PP
d

l

ll
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 صفحه در فضا 

 يا( lمي گذرد وبر خط Pروشن است كه تنها يك صفحه وجود دارد كه از نقطه 
 

 درنتيجـه هر صفحه توسط يك نقطه ويك بردار .بر برداري چون       عموداست
 

 فرض كنيـــم                 يــك نقطه و. عمـــود بردار آن مشخص مـــي شود 
 

 .يك بردار ناصفر باشد                           

N

)z,y,x(P0

)c,b,a(N

35



 اين  بر P(x,y,z)آنگاه نقطه   ، بر        عمود باشد از       بگذرد وl  اگر صفحه
 

 اگر بردار  تنها صفحه است اگر و
 
 
 
 ، يعني                نتيجه   در . باشد عمود     بردار  بر

0PN

0000 zz,yy,xxPP

0PP.N 0

0zz(c)yy(b)xxa 000

 اين معادله به صورت
 
 

 نيز مي تواند نوشته شود كه درآن

dczbyax

czbyaxd. 00

N

36



z 

x 

y 
o 

0P

P

N

 
 

 كه از      مي گذرد و بر بردار     معادله  صفحه ايرا  هريك از معادلات بالا
 

 .صفحه مي خوانيم )يا نرمال(بردار     را بردار قائم .عمود است، مي ناميم

0PN

N

37



 :مثال
 معادله  صفحه اي را بنويسيد كه از سه نقطه    ،        و     غير واقع بر يك 

 .خط، بگذرد
0P2P 1P

 :حل
 .روشن است كه بردار                             نرمال بردار اين صفحه است

 بنا براين اگر                      ، معادله اين صفحه عبارت است از

z 

x 

y o 

0P

N

2P

1P

0000 z,y,xP

0zz,yy,xx.N 000

2010 PPPPN
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 :مثال  
 

 به  ax+by+cz+d=0 فرمولي براي فاصله نقطه                           از صفحه 
 .دست آوريد

0000 z,y,xP

 :حل
 

c,b,aN .بردار                      قائم بردار صفحه است 

 روشن است كه
cosPPh 10

1111 z,y,xP

N h 

0P

39



cosPPNPP.N چون                                            ،پس 1010

N

PP.N
h 10

 از آن جا كه                                                  و      بردار صفحه واقع است،
 پس

01010110 zz,yy,xxPP

01010110 zz(c)yy(b)xxaPP.N

000000111 czbyaxdczbyaxczbyax

 درنتيجه
222

000

cba

dczbyax
h

1P

40



.قرينه نقطه                  را نسبت به صفحه                           به دست آوريد :مثال

:حل

41

1,0,1P52 zyx



مساحت مثلث حاصل از تصوير نقاط                   ،                 و               : مثال
. را روي  صفحه                                 به دست آوريد

42

1,0,1B 0,2,1A3,0,0C
0: zyx
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  :تعريف  
 فرض كنيم        و         دو صفحـــه با بردارهاي قائم

 زاويه دو صفحهباشند، زاويه بين بردارهاي                   را                                            
 .و      مي ناميم       

 
 اگراين زاويه        باشد، بنا به تعريف داريم

ckbjaiOA

kcjbiaOBOA,OB

0,
OBOA

OB.OAcos

44



 زاويه بين دو صفحه 

 :مثال  
 :مي خواهيم زاويه بين دو صفحه          و       را پيدا كنيم

2zy4x2:,1zyx:

45



 :حل
 امتدادهاي قائم بر اين دو صفحه عبارت اند از

 
 

 بنابراين
 
 
 
 

 و لذا داريم

,kjiOA kj4i2OB

213
7

11643
142cos

0,
3
7cos 1
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از نقطه                   دو صفحه گذرانده ايم طوري كه يكي شامل محور     و     :مثال
. زاويه بين اين دو صفحه را به دست آوريد. ديگري شامل محور     باشد

:حل

47

)1,1,1(Mx
y
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 : تذكر
 دو صفحه 

 
 

 منطبق اند اگر وتنها اگر
 

 بنابراين صفحه هاي         و     با معادله هاي فوق موازي و نامنطبق اند اگر تنها اگر 

0dzcybxa:,0dczbyax:

d
d

c
c

b
b

a
a

 :مثال
 صفحه هاي

 
 در واقع در اينجا. موازي اند ولي منطبق نيستند

,0z: 1z:

10,1,0,0 ddccbbaa

d

d

c

c

b

b

a

a
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:فاصله دو صفحه موازي
موازي                                        و  دو صفحه فاصله     

: از رابطه زير به دست مي آيد

معادله صفحه    موازي صفحه                                    كه فاصله آن با صفحه  :مثال
. برابر       مي باشد را بنويسيد       

50

0: dczbyaxP0: dczbyaxP

222 cba

dd
h

0522: zyxP 'P

P4
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 توابع برداری يک متغيره  

 تعريف 
 تابع برداری يک متغيرهرا يک     که در آن                       تابع 

 .اين تابع می ناميم بردو مجموعه     را  دامنهرا  Aمجموعه 

   f(t) را می توانيم به صورت زير بنويسيم  : 
( )= 1( ), 2 ( ),..., ( )( )

nRA:fRA
nR

RAfi . هستند Aکه در آن               ،                 توابعی حقيقی روی  :ni1

 تابع                با تعريف (A = [0,1به ازاي مثال  
 داراي    مولفه هاي      

 .                   مي باشد
52



كنيد كه توجه  f(A) دايره به مركز   O(0,0)      و شعاع r =1 ،يعني دايره واحد 
در واقع اگر                   نقطه دلخواهي متعلق به .است  f(A) باشد ،آنگاه   

مثال
 با تعريف تابع                          

داراي مولفه هاي 
. است

53

)A(f)y,x(

12cos2sin 2222 ttyx

3RR:ft3,tsin2,tcos2)t(f
t3)t(f,tsin2)t(f 32,tcos2)t(f1



بنابراين هر نقطه                     . مشاهده مي كنيم كه به ازاي هر             ،                     
مجموعه . روي استوانه قائم                      واقع است    f(R)  ،

fيعني نگاره .مي ناميم مدور) هليكس(پيچواررا يك    
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: تعيين دامنه تابع برداری

هرگاه                            به صورت 

:تعريف شده باشد، دامنه تابع برداري         عبادت است از

.  دامنه تابع برداري                                                       را به دست آوريد:   مثال
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nRRAr :
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تعريف 
مي گوئيم تابع برداري                            با   

داراي حد                                      است  اگر            در نقطه    
                                       

:كنيددر      پيدا تابع زير را حد :2مثال  

ni1

:حل  

:در      پيدا كنيدتابع زير را حد :1مثال  
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: حل

در نقطه                                     تابعگوئيم مي تعريف  
:پيوسته است اگر داشته باشيم

.

اگراست تابع           پيوسته توجه به تعريف مشاهده مي كنيم كه با 
.پيوسته باشدهايش و تنها اگر هر يك از مولفه 

.بنابراين         در       حد ندارد

57
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 مثال
 .پيوسته است  t = 0در نقطه                                                          تابع )الف     

 :حل
 :در واقع داريم.در اين نقطه پيوسته هستند fزيرا همه مولفه هاي  

Rt,e,tsin,1t)t(f t2

1elim,0sin0tsinlim,111tlim t

0t0t

2

0t  
 

 . پيوسته نيست  t=0درنقطه                                                               تابع )ب    
 

 :حل
 :با وجود اين داريم. تعريف نشده است t = 0در نقطه                               زيرا تابع

0t,2t,)t2ln(,
t

tsin)t(f

t
tsin)t(f1

2ln,1)(lim
0

tf
t
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  تعريف  
   fباشد ، آنگاه [a,b]تابعي پيوسته روي n =3يا  n = 2و a<bبا                         اگر

و    )خود خمگاه  و(خم  مسيريا  اثر را  f نگاره. مي ناميم        يا         در خمرا يك 
      .خم مي ناميم معادلات پارامتريرا  f [a,b]معادلات پارامتري

 .مي باشد   f(b)به سمت   f(a)جهت خم همواره از 

nR]b,a[:f

2R3R

 :مثال
 :تابع                       با تعريف 

 
اند عبارت معادلات پارامتري اين خم . است        درپيوسته و لذا يك خم  [1 ,1-]روي 

 :از 
 

2R]1,1[:f
2t,t)t(f

2R

]1,1[t,ty,tx 2
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 :عبارت است از fاثر اين خم يا نگا ره 

10),(

]1,1[,,),(
2

2

xxx

ttytxyx

]1,1[t)t,t(]1,1[t)t(f]1,1[f 2

 .را رسم كرده ايم f [-1,1]در شكل زير 

(1,1) 

(0,0) 

 )الف(شكل 
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 را از f اثر خم (x,y)افزايش مي يابد ، نقطه   0تا  -1از  tتوجه كنيد كه وقتي 
 افزايش يابد نقطه  1تا  0از  t همچنين وقتي.يك بار مي پيمايد  )0و0(تا  (1 ,1)
(x,y) اثر خم f  بنابراين هريك از دسته. مجدداً طي مي كنند (1,1)تا  (0,0)را از 

 معادله هاي 
 
 
 

 خم مذكور با معـادلات )ب(در شكل . معادلات پارامتري خم واحدي هستند
 نشــان داده  **خم مذكور با معادلات پارامتري ) پ(ودر شكل * پارامتري 
 روي خم را نشــان  (x,y)در اين شكل ها پيكانها جهت حركت نقطه .شده اند
 .مي دهند

 

]0,1[tty,tx 2

]1,0[tty,tx 2

* 

** 
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(1,1) 

(0,0) 

 )ب(شكل 

(1,1) 

(0,0) 

 )پ(شكل 
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 تعريف   
 اگراست  مشتق پذيرنقطه                    در                           برداريمي گوئيم تابع 

 
 

 t در نقطه fمشتق مشتقپذير باشد،حد فوق را  tدر نقطه  fدرصورتي كه . داشته باشدوجود 

 .دهيميا               نشان مي             بارا وآن  ناميممي 

nRbaf ],[:],[ bat

)()(1lim tfxf
txtx

)t(f)t(
dt
df

نشان با                     و                 را به ترتيب  t=aنقطه در  f چپ و راست   مشتق

 .مي دهيم
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 است اگر وتنها اگر مولفه هاي آن در اين پذير�مشتق t در نقطه fبنابراين 
 نقطه مشتقپذير باشند 

 مثال
در نقطه                  تابع                                                                     را مشتق 

 .پيدا مي كنيم
 :حل
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)قواعد مشتق گيري:(قضيه

:مثال  
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:حل
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ادامه حل:
( f × g)(0) =

i j k

1

2
0 2

0 −1 0

+

i j k

1 −1 0
2 0 2

=

= (2, 0,
−1
2
)+ (−2,−2,2) = (0,−2,

3

2
)

(ϕ f ′) (0) = ′ϕ (0) f (0)+ϕ(0) ′f (0) = 2(1,−1,0) = (2,−2, 0)

))ln2(,ln2),ln2(cos()( 4tttth +++=

)32,1,2sin()1(

))ln2(4,),ln2sin(()( 3111

−=′

++−=′

h
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 :  برداريانتگرال تابع تعريف 
 
 

 .مي دهيم و به صورت زير تعريف مي كنيمنشان    را به صورت                 
 
 
 

 : و انتگرال نا معين

,R]b,a[:f n )(,...,)(,)()( 21 tftftftf n

b

a
dt)t(f

b

a
n

b

a

b

a

b

a
dttfdttfdttfdttf )(,...,)(,)()( 21

 هرگاه                                              ، مطلوب است : مثال
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))5cos(2,),tan(),(sec()( 3 ttttttf
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dttfdttfdttfdttf n )(,...,)(,)()( 21





 خم :تعريف  
 وجود داشته،   مي ناميم اگر به ازاي هر             ،        هموار [a,b]روي را 

 .پيوسته باشد [a,b]روي 
 .،                   tو به ازاي هر 

nRbaf ],[:

]b,a[t)t(f

0)t(f

يكي از مولفه مشتق هموار است اگر وتنها اگر در هر نقــطه  (a,b)همواره روي  fو بنا براين خم 
 .  غير صفر باشد fهاي 

 مثال 
هموار نيست ، زيرا  [1 ,1-]خم                                                       روي  )الف   

 .مشتقپذير نيست مولفه اول آن  t = 0در نقطه 
 

 . هموار است [0,1]خم زير روي  )ب   
69
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 :هموارپاره اي تعريف خم 
 متناهينامند اگر در تعداد اي هموار پاره را                      خم

 .نقطه از دامنه هموار نباشد 
 پاره هموار است اگر نقطه هاي   عبارت ديگر خمبه          

وجود داشته باشند به طوري كه در                                                        
شرط                    يا دراين نقطه ها يا مشتق نداشته باشد   

.   صدق كند             
ولي دربقيه نقاط    .در شرط                صدق كند  

18

nRbaf ],[:

],[,....,, 21 battt n

0)(tf

0)(tf



 :هموار نيست، زيرا در نقطهخم                         : مثال

فرض كنيد                                          :خمتعريف طول •
و مي دهيم نشان  خمي هموار باشد، طول اين خم را با

 :می كنيمبا رابطه زير تعريف 

71
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 در نقاط زير پاره هموار باشد اگر: تعميم تعريف طول خم

را با رابطه زير   طول    و                        
 :تعريف ميكنند

 
 

اين فرمول بصورت زير در با قراردادن                        
 :ميآيد

 

72

],[,....,, 21 battt n

bttta n...21

b

t

t

t

t

a n

dttfdttfdttfs )(...)()( 2

1

1

10 , ntbta

n

i

t

t

i

i

dttfs
0

1 )(



:نمودار يک خم تکه ای هموار
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1t 2t0ta 3tb

dt)t(f1
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t
dt)t(f2

1

t

t
dt)t(f3

2

t

t

 طول خم پاره هموار



 :مثال  
 طول خم )الف   

 
 مساوي است با

]1,0[tt,t)t(f 2

52ln
4
1

2
541)2(1

1

0

21

0

2 dttdtt

 خم )ب   
 
 

 هموار است و طول آن مساوي است با

],0[ttsin,tcos)t(f

dtdttcostsin
00

22
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 در نتيجه
1

ds

df

 
 

 .با توجه به اين پديده تعريف زير را داريم

 مشاهده مي كنيم كه طول خم تابعي از پارامتر تعريف كننده  خم نيز هست، 
 آنگا ه                        يعني اگر  

 
 است t تابعي مشتقپذير از sاست، پس  [a,b]چون              تابعي پيوسته روي

 و داريم

bta
d)(f)t(s

t

a

)(f

dt
df)t(f

dt
)t(ds

75



 :تعريف 
 مي گوئيم خم

 
 
 
 

 شده است اگر پارامتريتوسط طول خم 
 
 
 

 پارامتر ديگري براي خم باشد، داريم tالبته با توجه به قاعده زنجيري، اگر 

32nR]b,a[:f n  يا

)s(f,)s(f)s(f 21 )s(f,)s(f,)s(f)s(f  يا321

1
ds
df

dt
ds

)t(f
ds
dt)t(f

ds
dt.

dt
df

ds
df

)t(f
)t(f

ds
df
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 مثال
    

 پيچوار) الف 
 
 

 .رانسبت به طول خم پارامتري مي كنيم
Rtbt,tsina,tcosa)t(f

 :حل
 عبارت است از  [t,0]طول خم در بازه  

 
 
 

 واز اين رو ، در هر دو مورد داريم
 

 .قرار مي دهيم و به دست مي آوريم fرا در تعريف  tحال اين مقدار 

tbadba)t(s 22t

0

22

tbadba)t(s 220

t

22

22 ba
st

77



و به علاوه    sمساوي است با [s,0]در بازه  fاكنون توجه كنيد كه با اين نمايش طول خم 
1 داريم

ds
df

 آيا خم )پ      
 

 را مي توان با طول خم پارامتري كرد؟

Rte,tcose,tsine)t(f ttt

 :حل
 

)(Rt0 عبارتست از f(t)طول خم از نقطه              تا . نقطه            را در نظر مي گيريم 0tf

)ee(3d3ed)(f)t(s 0

00

ttt

t

t

t

0s,
ba

bs,
ba

ssina,
ba

scosa)s(f
222222
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 است و داريم sتابعي از  tبنابراين 
 
 

 پارامتري كرد و مولفه هاي آن را به صورت زير  sدر نتيجه خم را مي توان توسط 
 .به دست آورد

00 ttt e
3
see

3
slnt  يا

0,)
3

ln(sin
3

)( 00
1 se

s
e

s
sf tt

0,)
3

ln(cos
3

)( 00
2 se

s
e

s
sf tt

0s,e
3
s)s(f 0t

3

0t0 .اين مولفه ها صورت ساده تري به خود مي گيرند           توجه كنيد كه با انتخاب
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   حركت در صفحه  

  تعريف     
 مي ناميم ، در شكل زير مسير tرا شعاع حامل متحرك در لحظه  OAبردار 

00 .مشاهده مي كنيد bو aو                           متحركي را در لحظه هاي   t,tt

o 

y 

x 

f(a) 

f(b) 

)t(f 0

)tt(f 0
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 :تعبير هاي مشتق  
 فرض كنيد

 باشد، در اين صورت رابطه tمكان متحركي در لحظه 
 

 بنابراين. خواهد بود                مكان اين متحرك در لحظه  
 
 

 در نتيجه در . است               تا   tدر بازه زماني از  بردار سرعت متوسطنماينده 
 صورتي كه حد

 
 . خواهد بود tوجود داشته باشد، برابربا بردار سرعت در لحظه 

tt

tt

j)t(yi)t(x)t(f

j)tt(yi)tt(x)tt(f

t
)t(f)tt(f

t
)t(f)tt(flim

0t
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نشان دهيم، بنا به تعريف   v(t)را با t با توجه به اين مطلب اگر سرعت متحرك در لحظه
 مشتق داريم

)t(vj)t(yi)t(x)t(f

 ، مساوي است با سرعت متحرك در اين لحظه، اكنونtدر لحظه  fيعني مشتق 
 با توجه به شكل اسلايد بعدي  مشاهده مي كنيم كه

 
 

 بنابراين داريم
 

PQtfttf )()(

t
PQ

t
)t(f)tt(f
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f(t) 

v 

v 

P 

Q 

s 

x 
o 

y )( ttf

 .رسم شود ، بر مسير متحرك مماس است f(t)از  vاگر 
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 ميل مي كند و Pروي مسير متحرك به نقطه  Qآنگاه نقطه               در نتيجه اگر
 اين بدان معناست كه اگر مبدا. به خط مماس بر خم تبديل مي شود PQلذا خط 

 بر مسير متحرك يا بر خم داده شده  v(t)منتقل كنيم آنگاه  Pرا به نقطه   vبردار 
 .مماس مي شود

 .است مماسبنابراين مشتق به عنوان يك بردار بر مسير متحرك 

0t
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  تعريف  

 بردار سرعت متحرك اندازهباشد،           را  tسرعت متحرك در لحظه  v(t)اگر 
 .مي ناميم

 پذير  خم مشتق fبنابراين هرگاه 
 
 مسير متحرك باشد، آنگاه اندازه بردار سرعت اين متحرك عبارت است از 
 
 
 

 اندازه بردار سرعت يك عددتوجه كنيد كه سرعت متحرك يك بردار و 
 .است 

)t(v

j)t(yi)t(x)t(f

22
22 )()()(

dt

dy

dt

dx
tytxtv
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 مثال  
 عبارت است از t مكان متحركي در لحظه )الف    

 
 .مسير، سرعت و اندازه بردارسرعت اين متحرك رامعين مي كنيم

jeie)t(f tt

 :حل
 عبارت اند از tمختصات متحرك در لحظه 

 
 و y >0و  t  ،x >0مشاهده مي كنيم كه در هر لحظه 

 
 

 .بنابراين مكان متحرك شاخه اي از هذلولي            است كه در ربع اول واقع است

,ex t tey

x
1y

x
1y
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o 

y 

x 

v(t) 

 عبارت اند از tسرعت و اندازه بردار سرعت اين متحرك در لحظه 

,jeie)t(v tt
t2cosh2ee)t(v t2t2
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 مشاهده مي كنيم كه
 

 است لذا بردار ) منفرجه(، باز xبنابراين زاويه بردار سرعت با جهت مثبت محور
 .سرعت به صورتي است كه در شكل اسلايد پيش نشان داده شده است

0
e
e

)t(x
)t(y

dx
dy

t

t

 يك ذره طبق رابطه زير حركت مي كند )ب   
 
 

 مسير، سرعت واندازه بردار سرعت اين. و     اعداد مثبت وثابت اند rكه در آن 
 .متحرك را شناسايي مي كنيم

j)tsinr(i)tcosr()t(f
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 :حل
 عبارت اند از  tمختصات اين متحرك در لحظه 

 
 چون

 
 .است rپس مسير متحرك دايره اي به مركز مبدا مختصات و شعاع 

 عبارت اند از tسرعت و اندازه بردار سرعت متحرك در لحظه 

tsinr)t(y,tcosr)t(x

222 r)t(y)t(x

j)tcosr(i)tsinr()t(v

r)tcost(sinr)t(v 2222
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 چون
 
 

 مساوي xبا جهت مثبت محور  v(t)، زاويه بردار سرعت t بنابراين در لحظه
 است با

 
 مساوي  xبا جهت مثبت محور  f(t)،شعاع حامل  tبا توجه به اينكه در لحظه 

 در هر لحظه بر هم  v(t)و  f(t)است با       ، نتيجه مي گيريم كه بردارهاي 
 .است tجهت افزايش در  v(t)عمودند وجهت 

tt
tr

tr

dx

dy

2
tancot

sin
cos

t
2

t

90



t
2

t

v(t) 

y 

x 

 شعاع حامل و سرعت متعامدند
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 تعريف   
 فرض كنيد خم

 
 در اين صورت بردار. مسير متحركي است و دست كم دو بار مشتقپذير باشد

 
 

 .نشان مي دهيم a(t)مي ناميم ومعمولاً آن را با  شتاب متحركرا 
 .شتاب متحرك ، مشتق سرعت متحرك است a(t)بنابراين بردار  

,R]b,a[:f 2 j)t(yi)t(x)t(f

j)t(yi)t(x)t(f

j)t(yi)t(x)t(v)t(a

92



 بردار يكه مماس    
 فرض كنيد مسير متحرك  خم

 
 به ويژه داريم. ، پارامتري شودsتوسط پارامتر طول خم 

 
 بنابراين داريم

 )الف       
 

 )ب         
 ولذا

,R]b,a[:f 2 j)t(yi)t(x)t(f

d)(v)t(s
t

t0

)t(v
dt
ds

)t(v
ds
df

dt
ds.

ds
df

dt
df)t(V

)t(v
)t(v

ds
df
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 يعني اگر خم ، مسير متحرك ، نسبت به پارامتر طول خم پارامتري شود، 
 بردارسرعت نسبت به اين پارامتر ، برداري واحد است و جهت آن با جهت 

  بردار يكهاين بردار را . بردارسرعت نسبت به هر پارامـــتر ديگر يكي است
 .نشان مي دهيم Tمي ناميم و با  مماس

 
 

 .رسم كرده ايم tرا در لحظه  Tدر شكل اسلايد بعدي بردار يكه مماس 

)t(v
)t(v

ds
dfT
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y 

x 

T 

v(t) 

f(t) 

)t(f 0

 بردار يكه مماس
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 بردار يكه قائم  
 فرض كنيد خم هموار

 
 بر T، بردار يكه مماس  tبنابراين درهر لحظه . مسير حركت يك متحرك باشد

 .را   مي ناميم xبا جهت مثبت محور  Tزاويه . اين خم يا مسيرتعريف شده است
 .برداري يكه است، پس جهت آن تابعي از اندازه زاويه    است T چون

,R]b,a[:f 2 j)t(yi)t(x)t(f

 با توجه به شكل اسلايد بعدي مي نويسيم
 
 

 داريم

j)(sini)(cos)(TT

j
2

sini
2

cosj)(cosi)sin(
d
dT
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T 
y 

x 

cos

sin

  
 زاويه اي به xاست و با جهت مثبت محور  Tبنابراين        برداري يكه وعمود بر   

 با جهت هاي Tبنابراين          دو بردار يكه قائم بر . اندازه               مي سازد   
 يكي از اين دو بردار را كه جهت آن به طرف تعقر خم است .مخالف هم هستند   
 .نشان مي دهيم  Nبردار يكه قائم مي ناميم وبا    

d
dT

d
dT

2
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y 

x 

T 

 بردار هاي يكه قائم مماس

N 
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 مولفه هاي مماسي و قائم سرعت وشتاب    
 فرض كنيد مسير متحرك ، خم هموار و دو بار مشتقپذير 

 
 مساوي است با tسرعت اين متحرك در لحظه . باشد
       * 

 
 داريم  TNبنابراين در دستگاه مختصات 

 
 

 اين عددها را به . 0عبارت است از       و   TNدر دستگاه  v(t)يعني مولفه هاي 
 .مي ناميم سرعت مولفه هاي مماسي و قائمترتيب  

,R]b,a[:f 2 j)t(yi)t(x)t(f

T
dt
ds

dt
ds.

ds
df

dt
df)t(V

N0T
dt
ds)t(V

dt
ds
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 .مشتق مي گيريم تا شتاب متحرك را به دست آوريم tنسبت به  *حال از رابطه 
 داريم 
 

 داريم.حال              را با استفاده از پارامتر      محاسبه مي كنيم
 

               ** 
 با قرار دادن         از اين رابطه در رابطه فوق به دست مي آوريم 

         *** 
 

 مي دانيم كه          نامزد خوبي براي بردار يكه قائم است فقط جهت آن است
 براي تشخيص جهت. قرار دهيم Nكه اجازه نمي دهد در اين رابطه به جاي آن  

 .به صورت زير عمل مي كنيم            

dt

dT

dt
ds.

ds
d.

d
dT

dt
d.

d
dT

dt
dT

dt
dT

d
dT

ds
d

dt
dsT

dt
sd)t(a

2

2

2

d
dT

d
dT
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 ،tصعودي است وبنابراين با افزايش   tاگر              آنگاه    نسبت به  )الف    
T  در جهت مثلثاتي تابيده مي شود و لذا زاويه بينT  و         كه برابر   است با 

 اين بدان معناست كه. در جهت مثلثاتي تغيير مي كند

0
dt
d

d
dT

2

N
d
dT

 ، tنزولي است و لذا بر حسب افزايش  tاگر               آنگاه      نسبت به ) ب   
T  و دراين حالت داريم. هت عقربه هاي ساعت تابيده مي شودجدر 
 

 را مي توان به صورت زير نوشت**در نتيجه فرمول 

0
dt
d

N
d
dT

N
ds
d

dt
dsN

ds
d

dt
ds

dt
dT
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 .به صورت زير در مي آيد*** با استفاده از اين فرمول ، رابطه 

N
ds
d

dt
dsT

dt
sd)t(a

2

2

2

  مولفه هاي مماسي وقائم شتابعددهاي            و                     را به ترتيب 
 

 بنابراين داريم. و آنها را به ترتيب با          و       نشان مي دهيم.   مي ناميم
 

 از اين رابطه نتيجه مي شود كه
 

 بنابراين براي پيدا كردن                     لازم است كه
 .را محاسبه كنيم

2

2

dt
sd

ds
d

dt
ds 2

TaNa

NaTa)t(a NT

N
2

T
22 aa)t(a

NT aa
2
T

2
N

22 a)t(aa)t(a
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 مثال
 بردار يكه قائم ، مولفه هاي مماسي و قائم شتاب متحركي با معادله مسير )الف       

 .حركت زير را پيدا كنيد
j)tcostt(sin3i)tsintt(cos3)t(f

 :حل
 داريم tدر لحظه 

 
 بنابراين

 
 

 عبارت است از tولذا بردار يكه مماس در لحظه 

j)tsint3(i)tcost3()t(v

t3)t(v
dt
ds

j)t(sini)t(cos

dt
ds

)t(vT
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 ،يعنيtبرابراست با  xبا جهت مثبت محور  Tاين  فرمول نشان مي دهد كه زاويه 
 بنابراين                    در نتيجه بردار يكه قائم بر مسير عبارت است از.            

 
 چون        پس

 
 و بنابراين مولفه هاي مماسي و قائم شتاب عبارت اند از

 
 
 

 .  در نتيجه شتاب متحرك به صورت زير به دست مي آيد

t01
dt
d

j)t(cosi)tsin(
dt
dT

d
dTN

t

t3
dt
ds

d
ds

3
dt
ds

dt
d

dt
sda 2

2

T

t3
t3
)t3(

ds
d

dt
dsa

22

N

tN3T3)t(a
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 تعريف   
 عدد            را كه سرعت خميده شدن مسير متحرك نسبت به پارامتر طول 

 بخوانيد(مي ناميم و آن را با حرف يوناني     خميا  انحناي مسيرخم است، 
 .نشان مي دهيم)كاپا

 
 

 مي توان ثابت كردكه انحناي    ذاتي خود مسير است و به انتخاب دستگاه 
 با وجود اين پيدا كردن فرمولي براي محاسبه      بر. مختصات بستگي ندارد

 .حسب مختصات مورد استفاده بسيار مناسب است

ds
d

ds
d
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 باشد ) كمتر( با توجه به تعريف مشاهده مي كنيم كه هر چه          بيشتر 
 است و لذا انتظار مي رود كه خميدگي يك دايره ) كمتر ( خميدگي خم بيشتر 

 .باشدصفر و بر عكس خميدگي خط راست  بسيار بزرگكوچك عددي 

ds
d

 مثال  
 .انحناي خط راست زير را پيدا كنيد )الف    

                                            y=ax+b 

 :حل
 .اين خط را مي توان به عنوان نگاره خم زير در نظر گرفت x = tبا قرار دادن 

f (t)  = t i+ (a t + b) j                                               
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 داريم
                                            a (t) = 0 

 و از اين رو
 
 
 

 چون
 
 
 

 پس
 
 
 
 

 .چيزي كه انتظارش را داشتيم. بنابراين انحناي خط راست صفر است

0a
ds
d

dt
ds

N

2

0a1)t(v
dt
ds 2

0
ds
d
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 حركت در فضا  

 تعريف مفاهيم اوليه  
 فرض كنيد خم مشتق پذير 

 
 بردار. مسير يك متحرك باشد 

 
 

 .نشان مي دهيم  v(t)مي ناميم و آن را با  tرا سرعت متحرك در لحظه 

,R]b,a[:f 3 k)t(zj)t(yi)t(x)t(f

k)t(zj)t(yi)t(x)t(f
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f(t) 

v(t) 

 .بردار سرعت بر مسير مماس است

 چون به ازاي هر                                              ، پس بردار يكه
 
 
 
 

 .بدون ابهام تعريف مي شود

]b,a[t0)t(f)t(v

)t(v
)t(v

1
)t(f
)t(fT
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 .مي ناميم t در نقطه) يا مسير متحرك( بر خم  بردار يكه مماساين بردار را 

 فرض مي كنيم
           * 

 تابعي صعودي و   s(t)در اين صورت. باشد f(t)تا نقطه  f(a)طول خم از نقطه 
 است و داريم  tمشتقپذير از

         ** 
 

 داريم **و  *با استفاده از روابط 

d)(f)t(s
t

a

)t(v)t(
dt
ds

)t(v
1

ds
dt

T
tv

tv

ds

dt

dt

df

ds

df

)(
)(.
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 يعني مشتق بردار موضع نسبت به طول خم مساوي است با بردار يكه مماس
 را مقدار بردار سرعت متحرك tطول بردار سرعت ، يعني           در لحظه 

 .مي ناميم 
 

 دو بار مشتقپذير باشد، آنگاه بردار fاگر علاوه بر هموار بودن ، تابع 
 
 
 .مي ناميم tمتحرك در لحظه  شتابرا

)t(v

ktzjtyitxtfta )()()()()(
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 :مثال  
 در مثال هاي قبل  طول پيچوار

 
 واقع است به صورت  (t > 0)و  f(t) و    f(0 )را كه بين نقطه هاي 

 
 چون. محاسبه كرديم

 
 پس بردار يكه مماس مساوي است با

 
 همچنين داريم

tbadba)t(s 22t

0

22

Rtk)bt(j)tsina(i)tcosa()t(f

bkj)tcosa(i)tsina()t(v

)bktjcosatisina(
ba

1

dt
ds

)t(vT
22

)tjsinti(cosa)t(a
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 صفحه قائم و مولفه هاي شتاب  
 

 رسم مي شود به مجموع دو بردار f(t) را كه از نقطه a(t)مي خواهيم بردار شتاب 
 و ديگري برداري واقع در صفحه  Tتجزيه كنيم ، يكي در امتدادبردار يكه مماس 

  tدر لحظه ) يا مسير( اين صفحه را صفحه قائم بر خم .  f(t)در نقطه  Tعمود بر 
 .مي ناميم
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f(t) 

 صفحه قائم وتجزيه بردار شتاب

C 

A B 
P 

a 

x 

z 

y 
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 مشاهده مي كنيم كه بردار شتاب     به  مجموع دو بردار              تجزيه شده
 .است

 
 با استفاده از قاعده. شناسايي كنيم fمي خواهيم اين بردار ها را برحسب تابع 

 زنجيري مي نويسيم  

aCA,BA

CABA)t(a

2

22

2

2

..)(
dt

sd

ds

df

dt

ds

ds

fd

dt

ds

dt

ds

ds

df

ds

d

dt

df

dt

d
ta

2

22

2

2

ds
fd

dt
dsT

dt
sd
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 .مشتق مي گيريم sاكنون از دو طرف رابطه زير نسبت به 
 

 در نتيجه
 
 

  Aبنابراين اگر از نقطه . عمود است Tبنابراين بردار            بر بردار مماس 
 را به صورت Nبردار يكه . رسم شود روي صفحه قائم خواهد بود

 
       * 

 
 

1
ds
df.

ds
dfT.T

0T.
ds

fd
ds
df

ds
fd

2

2

2

2

2

2

ds
fd

2

2

2

2

ds
fd

ds
fd

N
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 ثابت مي شود. مي ناميم A= f(t)بر خم در نقطه  بردار قائم اصليتعريف مي كنيم وآن را 
 
 
 

 .را به صورت زيرمي نويسيم a(t)بر دار * با استفاده از  
 
 
 
 

 .به مجموع دو بردار تجزيه مي شود a(t)بنابراين بردار 

N
ds

fd
dt
dsT

dt
sd)t(a 2

22

2

2
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dT
dt

dT

N



  تعريف  
  مولفه هاي مماسي و قائمعددهاي                                      را به ترتيب  )الف    

 
 مي ناميم وآنها را به صورت زير نشان مي دهيم tشتاب در لحظه 

2

2

dt
sd,

ds
fd

dt
ds

2

22

V
dt

d

dt

sd
aT 2

2 22
2

22

TN aa
ds

fd

dt

ds
a

 بردار            و اندازه آن عدد )ب
 
 
 
 

 .مي ناميم tدر لحظه  انحناي مسيرو  بردار انحنارا به ترتيب 

ds
dT

ds
dT

ds
fd
2

2
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 مثال  
 بردار قائم اصلي ، معادله صفحه قائم و انحناي خم )الف    

 
 

 .رادر نقطه                       كه به ازاي         به دست مي آيد، پيدا مي كنيم

Rtk)bt(j)tsina(i)tcosa()t(f

)bktjcosatisina(
ba

1T
22

)b,0,a(At

 حل
 عبارت است از tبردار يكه مماس در لحظه  
 
 
 

 داريم Aو لذا در نقطه 

)(1
22

bkaj
ba

T
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 داريم tهمچنين در لحظه 
 
 

 بنابراين با توجه به رابطه
 
 
 
 

 يعني در لحظه         داريم Aدر نقطه 
 
 
 
 

 بنابراين انحناي مسير در نقطه داده شده ، مساوي است با

))sin()cos((1..
22

jtaita
bads

dt

ds

dt

dt

dT

ds

dT

22 ba
1

dt
ds
1

ds
dt

t

22 ba

ai

ds

dT

22 ba
a
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 و از اين رو بردار قائم اصلي عبارت است از

ids

dT

N

 عمود است پس معادله آن عبارت است از Tمي گذرد و بر  Aچون صفحه قائم از  
 
 
 
 

 يا       

0T).bz,y,ax(

0)bz(bay
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 توجه كنيد كه . قرار داده و آن را رسم كر ده ايم Aرا در  N در شكل زير مبدا
 .يكي است xو محور  Nجهت 

N 

T 

A 

 Aبردارهاي قائم اصلي و يكه مماس در 
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 قائم مضاعف وتاب       
 ديديم كه اگر خم هموار

 
 ، صفحه قائم بر خم و مولفه هاي مماسي tدو بار مشتقپذير باشد، آنگاه به ازاي هر 

 در  Nمي دانيم كه بردار قائم اصلي. و قائم شتاب بدون هيچ ابهامي تعريف مي شوند
 اكنون در صفحه . براين صفحه عمود است  Tصفحه قائم قرار دارد و بردار يكه مماس 

 يك دستگاه راستگرد TNBرا چنان در نظر مي گيريم كه دستگاه  Bقائم بردار يكه 
 .باشد
 را صفحه  Tو Nرا قائم مضاعف بر خم ، صفحه تشكيل شده توسط بردارهاي   Bبردار

 )يكسوساز( ركتيفايررا صفحه  Tو Bو صفحه تشكيل شده توسط بردار هاي بوسان 
 .مي ناميم tدر لحظه 

]b,a[tk)t(zj)t(yi)t(x)t(f
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T 

N 

B 

 محاسبه انحنا 

124

aV

aV
B



معادله صفحات بوسان و قائم  بر منحنی                                              : مثال
.   در نقطه                                        به دست آوريد

125

))2cos(),sin(),(sin( ttt

0,
2
2,

2
2

P



 .نيزعمود است  T بر                
 

 يعني عددي چون     وجود دارد كه. است Nدر نتيجه        مضربي از بردار 
                     * 

 
 .در نقطه مورد محاسبه مي ناميم تاب خمرا     

 نشان مي دهد كه *فرمول 
 

 . است B بردار آهنگ چرخش ،تابو از اين رو ، 
 توجه كنيد كه انحنا   هرگز منفي نيست ولي تاب مي تواند مثبت ، 

 . صفر يامنفي باشد

ds
dB

ds
dB

N
ds
dB

ds
dB
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 مثال  
 معادله صفحه بوسان و تاب خم )الف      

 
 .را پيدا كنيد

Rtkj)tsin3(i)tcos3()t(f

 :حل
 و بنابراين. و استوانه                    است  z = 1اين خم محل تلاقي صفحه 

 چون خم . z = 1پس صفحه بوســان آن عبارت است از . خمي مسطح است
 مسطح است پس تابي ندارد يعني         

3yx 22

0.
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 محاسبه انحنا  

33 )(

)()()()(

tf

tftf

dt

ds

tatv

 مثال  
 مسير متحركي عبارت است از   
 
 

 مي خواهيم انحناي مسير را پيدا كنيم و معادله صفحه قائم بر مسير را در نقطه اي   
 .كه انحنا بيشنه است به دست آوريم 

Rtkttjti)t(f 2
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 :حل
 داريم

 بنابراين
 

 از اين رو
 
 

 به ازاي اين مقدار         چون  t = 0بيشينه انحنا وقتي به دست مي آيد كه 
 مي گذرد و بر بردار يكه مماسي (0 ,0 ,0)صفحه قائم از نقطه 

 
 عمود است، پس معادله آن به صورت زير است

x + y = 0                                                              

k2)t(f,tk2ji)t(f

242)(

22)()(,22)()(

ttf

tftfijtftf

2
3

22
3

23 )t21(

1

)t21()2(

22

1

)ji(
2

1T )0(
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 مثال  
 مسير متحركي خمي با معادلات پارامتري زير است )الف     

x(t) = 3cos t                ,              y(t)=4sint                       

 .و           پيدا كنيد t = 0و سپس در لحظه هاي  tانحناي اين مسير را در لحظه 

 :حل
 داريم

 
 

 بنابراين

tsin4y,tcos4y,tcos3x,tsin3x

2/3222/322

22

)tcos16tsin9(
12

)tcos16tsin9(
tcos12tsin12

2
t
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م  ار به ازا t = 0 و              
2

t π
=

,
3
1

36
12)0( ==κ

9
4

27
12)

2
( ==
π

κ

ن . ب(     ا  م                   را  نا   ان

ل: 
م  ار از فر مول  
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 محاسبه تاب  
 بنا به تعريف عدد     را كه در فرمول

 
 .مي ناميم مسير متحركيا  تاب خمصدق مي كند 

N
ds
dB

2)()(
)()().((

tftf

tftftf

 .با استفاده ازاين فرمول يكي از مهمترين خصوصيات خمهاي  مسطح به دست مي آيد
 به عبارت ديگر اگر. مي دانيم كه اگر         آنگاه خم مسطح است

                 ** 
 . مسطح است  f(t)آنگاه خم داده شده 

0)()().( tftftf

0
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 مسطح باشد، روشن است كه بردارهاي  f(t)برعكس اگر خم 
 .مجدداً برقرار است **نمي توانند كنجي نابديهي بسازند واز اين رو ، 

 به. در يك صفحه قرار دارد اگر وتنها اگر تاب آن صفر باشد f(t)بنابراين خم 
 .بر قرار باشد **عبارت ديگر خم مسطح است اگر و تنها اگر رابطه  

)(),(),( tftftf

 مثال  
 خم )الف    

 
 

 .بنابراين تاب آن در هر نقطه صفر است) در يك صفحه قرار دارد( مسطح است

Rtk2jti1t)t(f 32
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 تاب خم )ب     
 
 

 محاسبه مي كنيم و نشان مي دهيم كه اين خم مسطح  f(t)را در نقطه دلخواه 
 .نيست

Rtkej)tsine(i)tcose()t(f ttt

 :حل
 داريم

 
kej)tsint(cosei)tsint(cose)t(f ttt

kej)tcose(2i)tsine2()t(f ttt

kej)tsint(cose2i)tsint(cose2)t(f ttt

 بنابراين داريم
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 تعريف   
 .واقع بر آن را در نظر مي گيريم  Pخم هموار و دو بار مشتقپذير زير و نقطه 

 دايره اي مماس مي كنيم كه Pبر اين خم در نقطه     
 انحناي دايره مساوي با شد با انحناي خم )الف       
 اين. باشد  Pمركز دايره در طرف تقعرخم و روي خط قائم بر خم در  )ب       

 ، مركز و شعاع آن را به ترتيب مركز و شعاع انحناي خم در)دايره بوسان(دايره را دايره انحنا  
 .مي ناميم  Pنقطه  

:شعاع انحنا       
:مرکز انحنا     

136

1

NtftO .)()(



o 

y 

x 

C 

P 

 مركز انحنا

 شعاع انحنا

 دايره انحنا
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 :مثال
 شعاع انحنا و مركز انحناي خم

.را بيابيد

138
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خم                                                    را در امتداد بردار               بر : مثال  
 

.صفحه        تصوير کرده  و خم حاصل از اين تصوير را       می ناميم  
  

139

),
7
4,()( 22 ttettr t

)7,4,0(

xy

.مطلوب است معادله پارامتري خم    ) الف(
خم    در كدام نقطه داراي بيشترين انحنا است؟) ب(
مطلوب است معادله دايره بوسان خم     در نقطه اي كه خم داراي بيشترين انحنا ) ج(

.  است

c

c

c

c



140



141



   توابع چندمتغيره

 .دراين بخش تعريف توابع چندمتغيره ونمودار توابع دومتغير ه را بررسي مي كنيم

  تعريف
 

 كه دامنه آن زير مجموعه اي از       وبرد آن زيرمجموعه اي از اعدادحقيقي fتابع 
 

 .مي گوييم متغير ه n) حقيقي(تابع باشد رايك 

nR
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 اگر 
 

 است به طوري كهxy در صفحه  (x,y)مجموعه نقاط  fآنگاه دامنه 
 
 

  xyناحيه محدود به دايره                    در صفحه  fبه عبارت ديگر ،دامنه 
 .است

 اگر 

 ،(x,y,z)مجموعه همه نقاط فضا ست، زيرا به ازاي هر  gآنگاه دامنه 
 
 

 اگر
 
 

 . xyمشخص شده است و برابراست با ربع اول صفحه  fدر اين صورت دامنه 
 

22 yx4)y,x(f

0yx4 22

4yx 22

222 z4y2x)z,y,x(f

0z4y2x 222

0y,0x,xy)y,x(f
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ره:   وم وابع  ار  نمو
موعه نقاط (( f م ر همچون  وم ابع  ار  ر فـضا اس به  x,y,f(x,yنمو  (

 
م  س بنو ره  وابع  م ر مطابق معمول  . ا f باش امنه  ر   (x ,y) ه طور 

 
z = f(x ,y) ابع ار  ن صور نمو را  f موعه نقاط  (x, y, z)  م   اس به طـور

ه 
z = f(x,y)                                                   .  

ن   .برا رسـم ا ر فضاس ه ا  ا رو ر ه معمولا“سط  وم ابع  ار   نمو
 

ه ها مـواز با   عن صف  z = c ـه ها اه ازمقاطع آنها با صف ارها آ  نمو
ه  . xyصف مف اس  

 
ن  رهاا ه z = c  مقاطع را ا ر صــف  f ر  ر ا م. به عبار  و f م  ار   نمو

 
موعه همه نقاط ( ه x,y,z(x,y) = cم ر فضاس به طور   (x,y .f(x,y)
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 نمـودارz =1 در صفحه  fبه عنوان مثال اگر                                        آنگاه اثر 
 

 يا                    است كه دايره اي به شعاع       ومــــــركز                                     
 

 .است(1 ,0 ,0)
 
 

 
 مفهوم ديگري كه رابطه نزديكي بااثر توابع دومتغير ه دارد وبراي توصـيف نمودار

  
 مجموعه همه نقاط . است »منـــــــحني تراز«اين توابع به كار مي رود ،مفهوم 

  
(x,y,0)  در صفحهxy  رابه طوري كهf (x ,y) = c  يك منحني ترازf مي گويــيم. 

 
 .است xyبر صفحه  fتصوير قائم يك اثر  fروشن است كه هر منحني تراز 

 
 با استفاده ازمنحني هاي تراز،مي توان نمودارهاي سه بعدي راتوسط نمودارهاي

  
 . دو بعدي توصيف كرد

 

22 yx4)y,x(fz

1yx4 223yx 22
3
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 مثال  
 وچند منحني تراز آن را رسم  fفرض كنيم                                        نمودار 

 .مي كنيم

 :حل
 توسط معادله f (x ,y) = c،آنگاه منحني تراز  c <4 اگر 

 
 

  fبنابراين اثر . و شعاع           است(0,0)مشخص مي شودكه دايره اي به مركز 
 

 منحني . است(c,0,0) نيز دايره اي به شعاع               ، ومركز z = cدر صفحه 
 

 ، f (x,y)=c آنگاه منحني تراز  c >4اگر . است(c,0 ,0) نقطه  f (x ,y) =4تراز 
 

 . را قطع نمي كند f،نمودار c >4با  z = cيعني صفحه .شامل هيچ نقطه اي نيست

22 yx4)y,x(f

c4yx 22

c4

c4
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22 yx4z
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 به ترتيب سهمي هاي  y = 0و  x = 0مقطع اين نمودار ها با صفحه هاي 
 
 

 .هستند

22 y4z,x4z

2x4y
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 رويه هاي دوار  رويه هاي استوانه و

  :تعريف
 خطي ناواقع براين صفحه Lو  Pخمي واقع بر صفحه اي چون  Cفرض كنيد 

 حركت كند  Lو موازي با  Cخطي كه متكي بر . است كه باآن موازي نيست
 .مي ناميم رويه استوانه اياين رويه را استوانه يا . رويه اي توليد مي كند

 را  Cو متكي بر خم  Lرا هادي استوانه وهر يك از خطهاي موازي با  Cخم 
 .استوانه مي ناميم مولديك 

P 

L 

C 

150



 :مثال  
 مي دانيم كه معادله هاي

 حال . هستند xoyدر صفحه  r =1و شعاع  (0 ,0 ,0)معادله هاي دايره به مركز 
 حركت كند ، يك استوانه قائم  zاگر خطي بر اين دايره تكيه و موازي با محور 

 . پديد مي آورد
 :مثالهاي ديگري از استوانه ها در فضا

 

0z,1yx 22
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 .در شكل زير قسمتي از اين استوانه نشان داده شده است 

152



 : معادله استوانه در حالت كلي
 در فضاي سه بعدي     مجموعه جواب هاي يك دستگاه Cبه طور كلي هر خم 

 حال اگر اين معادله هارا . دو معادله سه مجهولي است
f(x,y,z) =0              g(x,y,z)                                   

 را به صورت  Cبناميم آنگاه خم 
 

  .نشان مي دهيم

3R

 و

0)z,y,x(g
0)z,y,x(f

:C
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 حال فرض كنيد هادي استوانه اي توسط دستگاه معادله هاي
 
 

 را  Dيكي از مولدهاي اين استوانه اي باشد،   Dاگر خط . داده شده باشد
 مي توان فصل مشترك دو صفحه در نظر گرفت، يعني

 
 

  Dتوجه كنيد كه وقتي در اين دستكاه     و      تغيير كنند خطوط موازي 
 .حاصل مي شوند

0)z,y,x(g
0)z,y,x(f

:C)2(

zcybxa
zcybxa

:D)3(
222

111
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 دراين صورت     و. نقطه اي روي استوانه اي باشد A(x,y,z)حال فرض كنيد 
 .صدق كند) 3(در معادله هاي   A(x,y,z)بايد چنان اختيار شوند كه نقطه        

 قطع كند ،بنابراين Cبايد خم  Dاز طرف ديگر به ازاي اين مقادير    و       خط 
D وC بايد در نقطه اي چونB(s,t,u)  يعني اين نقطه بايد در . مشترك باشند 

 به طور همزمان صدق كند ، يعني) 3(و) 2(معادله هاي 
 
 

 را حذف مي كنيم و در معــــادله حاصل  u , t , sاكنون بين اين معادله ها    
 قرار مي دهيم

 
 .ومعادله استوانه را در نظر مي گيريم

0)u,t,s(g
0)u,t,s(f

uctbsa
uctbsa

222

111

zcybxa,zcybxa 222111
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 :مثال  
 هادي آن داراي معادله هاي Cمي خواهيم معادله استوانه اي را بنويسيم كه 

 
 

 .باشد= y = z xومولد آن موازي خط 

0z
x4y 2

 :حل
 معادله هاي مولد را به صورت

 
 حال از دستگاه معادله هاي. در نظر مي گيريم

zx
yx

:D

zx
yx
0z

x4y 2
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z,y, x   را حذف مي كنيم ، نتيجه مي شود. 
 

 در نتيجه معادله استوانه مورد نظر عبارتست از 
 
 يا

24)(,y,x

2)zx(4)yxzx(

.0844 22 zyxzzx
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رويه دوار

 تعريف 
 اگر. را كه هردو روي يك صفحه هستند ، در نظر مي گيريم lو خط  Cخم 

C  حولl  خم . حاصل مي شود  رويه دواردوران كند ، رويه اي به نامC را 
 .اين رويه مي ناميم محور دورانرا  lيك مولد و خط 

 
صورتي كه منحني در يكي از در : دواررويه نوشتن معادله روش 

صفحات مختصات و محور دوران يكي از محور هاي مختصات باشد  
كافي است در معادله منحني فقط بجاي نام متغيري كه محور دوران  
.نيست جذر مجموع مربعات دو محور غير دوران را جايگذاري كنيم

 158



 پديد مي آيد lحول محور  Cمي خواهيم معادله رويه دوار ي را كه از دوران خم 
 .بدست آوريم

  Cخم 

l  
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 محور دوران    معادله منحني        معادله رويه دوار            

F(x,y)=0 
Z=0 

 xمحور 
 y محور

F(x,                    

F(y,z)=0 
X=0 

 yمحور 
 zمحور 

F(z,x)=0 
y=0 

 zمحور 
 xمحور 
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 .را پيدا كنيد حول محور  رويه حاصل از دوران خم  :مثال
 :حل

 .كنيددوران مي كند، معادله رويه دوار حاصل را پيدا  yحول محور خم                    :مثال
 :حل

161 
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 مثال
 ، حول اين محور دوران ) x=cخط ( yو موازي با محور  xoyواقع بر صفحه  Dفرض كنيد خط 

 :كه معادله آن عبارت است از در اين صورت يك استوانه پديد مي آيد. كند

D c 

o 

x 

z 

y 

222 czx
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رويه هاي در جه دوم    

هاي دوار آشنا شديم، رويه هاييرويه  اكنون كه با رويه هاي استوانه اي و 

را معرفي مي كنيم كه تعميم طبيعي خمهاي درجه دوم ، يعني مقاطـــع

.اين رويه ها،رويه هاي درجه دوم ناميده مي شونــد.مخروطي هستند

.كره يك مثالي از يك رويه در جه دوم است 
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 تعريف   
 نمودار معادله در جه دوم سه مجهولي

 
 

 همه    F, E, D, C, B, Aاعداد ثابت  و     J, I, H, G, F, E, D, C, B, Aرا كه درآن 
 . مي ناميم رويه درجه دومصفر نيستند، يك 

 
 متعلق (x,y,z)به عبارت ديگر يك رويه درجه دوم مجموعه نقاطي چون 

  
 . صدق مي كنند* به فضاي سه بعدي      است كه در معادله 

0JIzHyGxFzxEyzDxyCzByAx 222

3R

* 
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 مثال  
 قرار مي دهيم *در معادله 

 :و به دست مي آوريم D = E = F = G = H = I =0و    A = B = C =1 = -J)الف   
 

 1و شعاع ) 0و 0و 0(مشاهده مي كنيم كه اين معادله ، معادله كره به مركز 
 است، بنابراين مي توان ادعا كرد كه برخي از رويه هاي دوار رويه در جــه  

 .دوم نيز هستند

1zyx 222

 و C = D = E = F = G = H = J = 0  و   I = -1و  A = B = 1 با قرار دادن  )ب   
 .به دست مي آوريم

222 yxz

 دوار نمونه مخروطي گون بنابراين . اين معادله معرف مخروطي گون دوار است  
 .ديگري ازيك رويه درجه دوم است
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کره به معادله 

166

1zyx 222



طول مختصات مركز كره اي كه صفحات                                  بر آن مماس  بوده و  : مثال

.   صفحات                            از مركز آن مي گذرند را به دست آوريد

167

03zyx

09zyx
02 yx
03 zx



مخروطي دوار به معادله  

168

222 yxz



):بيضيگون(يضوي ب

 :روش شناخت
 .سمت  راست تساويسه جمله مربع هم علامت سمت چپ وعدد يك 

169
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:مخروط بيضوی

 :روش شناخت•
جمله تكي نشان دهنده (دو جمله مربع در يك سمت ويك جمله مربع در سمت ديگر تساوي •

 ).محور است
171



172



:هذلولی گون يکپارچه

 :روش شناخت•
سمت ) كه نشان دهنده محور شكل است(سه جمله مربع كه فقط يك جمله منفي •

 .چپ وعدد يك سمت راست تساوي
173
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:دوپارچههذلولی گون 

 :روش شناخت•
جمله مثبت نشان دهنده محور (سه جمله مربع كه دو جمله منفي سمت چپ •

 .تساويوعدد يك سمت راست ) است
175



176



:سهمی گون بيضوی

 :روش شناخت•
دو جمله مربع در يك سمت ويك جمله درجه يك در سمت ديگر تساوي •

 ).جمله درجه يك نشان دهنده محور است(همه جملات هم علامت .
177



178



):زين اسبي(هذلولويسهمي گون 

 :روش شناخت•
دو جمله مربع مختلف العلامه در يك سمت ويك جمله درجه يك در سمت ديگر تساوي •

 )جمله درجه يك نشان دهنده محور است(
179
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 :رويه زير را شناسايي كنيد: مثال
 
 

181 

0326 222 yzyx



 مثال  
 قسمتي از خم فصل مشترك رويه هاي

 )الف    
 )ب    

 .است رسم مي كنيم xyz را كه در يك هشتم اول دستگاه مختصات

 :حل
 است  (x,y,z) مجموعه نقاط xyzبنابر تعريف يك هشتم اول دستگاه مختصات 

 خم مورد نظر از تلاقي استوانه .                             كه
 

 .با كره زير به دست مي آيد

x2yx 22

4zyx 222

0x,0y,0z

1y)1x( 22

4zyx 222
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 .رسم كرده ايم y و x در شكل زير اين خم را با تعويض نقش محور هاي

 خم مورد نظر

y 

z 

x o 
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 :مختصات قطبي

184 

x y 
A(x,y)=(r,  ) 

)(sin
cos

tan 1

222

x

y
r

ry

rx yx

:قرارداد  20,0r



:چند منحنی در فرم قطبی

185

ar a
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sin2arcos2ar



دلگون

187

)cos1(ar )sin1(ar
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2cosar 2sinar
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2cosar 2sinar



مارپيچ

190

r



191

  ایمختصات  استوانه  
 اگر          مختصات .در فضا باشدمختصات دکارتی نقطه  فرض  كنيم 

 
 .می ناميم  را مختصات استوانه ای   باشد ،آنگاه              قطبی نقطه 

),(r

),,( zr

 به مختصات استوانه اي ، از فرمول هاي(x,y,z)  براي تبديل مختصات دكارتي
 

 .و                          استفاده مي كنيم                         
 

 بر عكس ، براي تبديل مختصات استوانه اي                به مختصات دكارتي ،
 

 معادلات استوانه اي . و                 را به كار مي بريم                    فرمول هاي 
 

 .برخي از رويه هاي متداول را در جدول اسلايد بعدي ذكر مي كنيم

222 ryx)(tan 1

x

y

),,( zr

cosrxsinry



 باشد ،آنگاهP به عنوان مثال ، اگر                  مختصات دكارتي نقطه 
 

 .مختصات استوانه اي اين نقطه است                      

)7,32,2(

)7,
3

,4(

)z,,r(P

x 

z 

y 

z 

r 
)0,,r(P
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 معادله استوانه اي  معادله دكارتي رويه

 استوانه
 

 كره
 

 مخروط
 

 سهميوار دوار

222 ayx
2222 azyx

2222 zayx

azyx 22

222 azr

azr2

ar

azr
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 استوانه)الف(

222 ayx
ar

 

 

 

 کره)ب(

2222 azyx
222 azr
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2222 zayx

azr

 )دوپارچه(مخروط ) پ(

azyx 22

azr2

 سهميوار) ت(
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 دستگاه مختصات كروي  

 ، به جز مبدا مختصات ، توسط يك سه تاييPدراين دستگاه مختصات هر نقطه 
 

 كه در آن                   و       زاويه قطبي متناظر با تصوير قائـم                        
 

P بر صفحهxy  مــبدا . و      زاويه بين       و      است ، نمايش داده مي شود 
 

 معمولاً. مختصات را توسط هر سه تايي                 نمايش مي دهيم 
 

 به »كروي «اصطلاح . در نظر گرفته مي شود                                                          
 

 kو شعاع  oاين جهت اختيار داده شده است كه در اين دستگاه ،كره به مركز 
 

 .مشخص مي شود              توسط معادله ساده

),,(PO

Pozo

),,0(0

20,0

k
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 ، مختصات (x,y,z)به آساني مي توان ديد كه رابطه بين مختصات دكارتي 
 

 استوانه اي                 و مختصات كروي                 توسط فرمول هاي 
 

 :زير داده مي شود

),,( )z,,r(

),,(P

P

O

z

x

y
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x

y
yxr

z

yx
zyx

z

ry

rx

tan,

tan,

cos
sinsinsin
cossincos

222

22
2222

 مختصات كروي يك نقطه باشد،                             به عنوان مثال ، اگر     
 

 :مختصات دكارتي آن عبارتند از

)6/,3/,8(

6
2
3

2
38x

32
2
1

2
38y

4
2
18zو 

(*) 
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 :مثال
 

 .رادر مختصات دكارتي بنويسيد                                معادله 

 :حل
 

 را به كار (*) ضرب مي كنيم و فرمول هاي        دو طرف اين معادله را در  
 

 مي بريم در نتيجه، داريم
 
 
 
 

 .در مختصات دكارتي است  (1,0,0)و مركز  1كه معادله كره اي به شعاع 

cossin2

1zy)1x( 222 x2zyx يا 222
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شكل ايجاد شده توسط رابطه                                                   را به طور : مثال
. تقريبي رسم كنيد

200

)cos4(
3

cos4



. رويه                            را توصيف كنيد: مثال 

201

cos2
r

z
r



 تعريف  
 

 ،(a ,b)در “، بجز احتمالا(a, b)در درون دايره اي به مركز  fفرض كنيم تابع 
 

 مي گوييم اگر متناظـر (a ,b)در  f حد، را Lدر اين صورت عدد . معين است
 

 با هر           يك           وجود داشته باشد به طوري كه اگر
 
 
 
 

 ، در صورت وجود منحصر بفرد است ودر نتيجهLمي توان نشان دادكه عدد 
 

 آن را به صورت
 

 . نشان مي دهيم

00

L)y,x(f)by()ax(0 22

L)y,x(flim
)b,a()y,x(

حد و پيوستگي

202
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 مثال  
 ، نشان دهيد كه   g (x ,y) = yو  f (x ,y) =xفرض كنيم 

,bylim
)b,a()y,x(

axlim
)b,a()y,x(

 :حل
 فرض كنيم          ، چون

 
 

 پس اگر قرار دهيم          ، نتيجه مي گيريم كه اگر                                  ،
 آنگاه

 
 

 حكم دوم نيز به همين .اين مطلب نشان  مي دهد كه                                  
 .ترتيب اثبات مي شود

 

0222 )by()ax()ax(

22 )by()ax(0

2)ax(axa)y,x(f

axlim
)b,a()y,x(
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 مثال  
 

 :                                    .نشان دهيد كه

 :حل
 

 فرض كنيم           ،بايد عددي چون           بيابيم به طوري كه اگر
 

 آنگاه                                           

0
yx

xlim 22

3

)0,0()y,x(

00

 چون                                    ،پس

22 yx022

3

yx
x

222 yxxx

.yx
yx

yx
yx

x 22
22

2/322

22

3
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 ، آنگاهكه اگر                            باانتخاب           ،نتيجه مي گيريم 

206

22 yx0

22
22

3

yx
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 :باانتخاب           ،نتيجه مي گيريم كه
 

22 .اگر                            ، آنگاه                                                     yx0

22
22

3

yx
yx

x

 قضيه
 

 پيوسته  Lدر  gفرض كنيم                                          وتابع يك متغير ه 
 
 دراين صورت.باشد  

Lyxf
bayx

),(lim
),(),(

Lg)y,x(fglim
)b,a()y,x(
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 :مثال  
 

 .رابيابيد                                                 

 :حل
 فرض مي كنيم

 
 :بنابراين داريم

 پيوسته  است ،پس eدر  gچون تابع 

y
xlnlim

)1,e()y,x(

tln)t(g
y
x)y,x(f

.e
1
e

ylim

xlim
)y,x(flim

)1,e()y,x(

)1,e()y,x(

)1,e()y,x(

1eln)e(g)y,x(fglim
y
xlnlim

)1,e()y,x()1,e()y,x(
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حال اين سوال مطرح است که چگونه رفع ابهام کنيم؟

:مثال

اگر از روی مسيرهای مشخص و معين حد تابع موجود و برابر 
.بود حد تابع را حدس زده و از تعريف حد آن را ثابت می کنيم  

.در غير اين صورت تابع حد ندارد

209

0
04lim 22)0,0(),( yx

xy
yx



:مسيرهای مشخص و معين در      وقتی                   عبارتند از

:حل مثال

)محور   ها(مسير       ) 1  
)محور  ها(مسير        ) 2  
)خطوط گذرا از مبدا (مسيرهای           ) 3  
   )گذرا از مبدا منحنی های (مسيرهای           ) 4

210

2R)0,0(),( yx

0yx

0xy

mxy

nxy



:مثال

:حل

211

0
0lim 22

3

)0,0(),( yx

yx
yx



:مثال

:حل

212

0
0lim 22

33

)0,0(),( yx

yx
yx



:مثال

:حل
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0
0

2
)sin(lim 64
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)0,0(),( yx

yx
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:برخی روشهای ديگر رفع ابهام

 

)  1:  مثال  
 
 
 
 
 

2 (

214

0
0lim
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)1,1,1(),,( yzx

zyx
zyx

0
0)(lim

)0,0(),( x

xySin
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:مسيرهای مشخص و معين در      وقتی                   عبارتند از

:مثال

مسير       ) 1  
مسير) 2  
مسيرهای           ) 3  
مسيرهای) 4  
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 پيوستگي توابع چند متغيره   
 :تعريف 

 است اگر هرسه شرط زير برقرار پيوسته(a,b)در  fمي گوييم تابع دومتغير ه 
 :باشند

 .وجودداشته باشد  f (a,b) ) الف
 
 .وجود داشته باشد                                )ب
 
 
 )پ

 توجه داشته باشيد كه اگر يكي از شرايط تعريف فوق برقرار نباشد ،آنگاه تابع
 
f  در نقطه(a,b) پيوسته  نيست. 

)y,x(flim
)b,a()y,x(

)b,a(f)y,x(flim
)b,a()y,x(
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 مثال  
    (1,2-)با تعريف                                              در  fنشان دهيد كه تابع 

 .پيوسته است

 :حل
 .درستي سه شرط پيوستگي رانشان مي دهيم

 )الف
5
7

41
81)2,1(f

22

33

),(
yx

yx
yxf

 )ب
5
7

yx
yxlim)y,x(flim 22

33

)2,1()y,x()2,1()y,x(

)2,1(f
5
7)y,x(flim

)2,1()y,x(

 .پيوسته است (1,2-)در  fبنابراين 

 )پ
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آيا تابع                               بر     : مثال

است؟پيوسته 
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yxf

2
1)1(:),( 22 yxyxD



آيا تابع                                                             در     : مثال

است؟پيوسته 

219
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آيا تابع                                                               در     : مثال

است؟پيوسته 

220

0

)sin(
),( 222 zyx

yzx

yxf

)0,0,0(),,(

)0,0,0(),,(

zyx

zyx
)0,0,0(





 مشتق جزئي    

 اگر همه متغير هابجز يكي ازآنها راثابت.متغير ه باشد – nتابعي  fفرض كنيم 
 

 دراين بخش مشـــتق اين . درنظر بگيريم،تابعي با يك متغير به دست مي آيد
 

 .توابع يك متغيره رامورد بحث قرارمي دهيم

221



 تعريف   
 اگر . باشد yو xتابعي از دومتغير  fفرض  كنيم  

 
 
 

 وجود)متغير اول( xنسبت به  f  مشتق جزئيمي گوييم كه . وجودداشته باشد
 

 مي ناميم وآن(x,y)در نقطه  xنسبت به  fمقداراين حد را مشتق جزئي .دارد
 

 .را بانمادهاي                     يا                       نمايش مي دهيم

 برابراست با(x,y) در نقطه  yنسبت به  fبه همين نحو ،مشتق جزئي             
 
 
 

 .به شرطي كه اين حد وجودداشته باشد

h
y,xfy,hxflim

0h

)y,x(fxx

yxf ),(

h

yxfhyxf
yxf

y

yxf
hy

,,lim),(),(
0
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 :مثال
 فرض  كنيد

 
 
 

 .مقادير               و            را بيابيد
)0,0()y,x(,0

)0,0()y,x(,
yx
xyyx

)y,x(f 22

33

)0,a(fy )b,0(fx

 :حل
 

 فرض  كنيم         و. داريم                                     
  

 درنتيجه ، بنابر فرمول هاي فوق داريم

0)0,0(f)0,0(f xy0a0b

h

bfbhf
bf

hx

,0,0lim),0(
0
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h

afhaf
af

bhy

0,0,lim)0,(

a
a

a

ha

aha
h
ha

ahha

h

h

2

3

22

33

0

22

33

0

lim

0
lim

b
b

b

bh

bbh
h
bh

hbbh

h

h

2

3

22

32

0

22

33

0

lim

0
lim
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.      در توابع زير         ،        و               را به دست آوريد:  مثال 
 

1(  
 

2 (  
 

       

225

x

f

y

f

z

f

yzxezyxf
2

),,(

x
zz

xy
zyxf log)arctan(),,(





:توابع همگن و قضيه اويلر
تابع سه متغيره                         را تابع همگن از درجه      ناميم هرگاه به ازاي هر 

:مقدار ثابت و مثبت      داشته باشيم

:مطابق قضيه اويلر، اگر       تابعي همگن از درجه      باشد، داريم

   

:داريم:                                         در حالت دو متغيره
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در تابع                               ، اگر                                     ،      را به   :مثال
.دست آوريد

227

22

loglog
yx

yx
z0az

y

z
y

x

z
xa



 تعبير هندسي  

 شبيه به  (a ,b)در z = f (x ,y) تعبير هندسي مشتق هاي جزئي تابع دومتغيره 
 

 در  z = f (x ,b)نمودار معادله   . تعبير هندسي مشتق توابع يك متغير ه است
 

 بنابراين . است y = bدر صفحه  z = f (x ,y)واقع اثر سطح 
 
 
 
 
 

 .است(a ,b,  f(a ,b)) در نقطه  z = f (x ,b)ضريب زاويه منحني 
 
 .) را ببينيد  )ب(و  )الف(شكل (

),(),(

),(
bayx

x x

f
baf

228



 )الف(

x 

y 

z 

(a,b) 

z=f(a,y) 

 )ب(

x 

z 

(a,b,f(a,b)) 

z=f(x,b) 

y 
a ,b 
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 عبارت است ازy = bبراين منحني در صفحه  lدر نتيجه معادله خط مماس 
 
 

 اين خط مماس عبارت اند از) يا متقارن(به عبارت ديگر معادلات  دكارتي 
 
 

 خط مماس) يامتقارن(معادلات دكارتي ) الف(به همين ترتيب ، با توجه به شكل 
 

 در نقطه )  x =aدر صــفحه   z = f(x,y)يعني اثر سطح (  z = f(a,y)برمنحني  
 

(a, b,f (a,b))    عبارتند از 

.)ax)(b,a(f)b,a(fz x

.
)b,a(f
)b,a(fz)ax(,by

x

.
)b,a(f
)b,a(fz)by(,ax

y
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 :مثال
 معادلات  دكارتي خط مماس برمنحني محل تقاطع سطح سهميگون

 
 

  .را تعيين كنيد (25 ,1 ,3-)در نقطه  y =1و صفحه 
22 y16x)y,x(fz

 :حل
 چون

 
 

 :بنابراين ، معادلات خط مماس مورد نظرعبارتند از. پس                    

.216),( 2 xyx
xx

z
yxf x

6)1,3(fx

6
25)3(,1 z

xy
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 :آهنگ تغيير  

 به عبارت ديگر               آهنگ تغيير.تعبيرديگر مشتق آهنگ تغيير است 
 

f (x ,y)  در(a ,b) نسبت بهx ) وقتي y است) ثابت در نظر گرفته شود. 

)b,a(fx

 مثال  
 

 برابراست با(x ,y)دماي يك صفحه فلزي در هر نقطه 
 

 ،y=3روي خط هاي   (2,3)آهنـــگ تغييردماي اين صفحه فلزي رادر نقطه 
 

x=2بيابيد ، . 

22 y4x
3
254T
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 :حل
 

 برابراست باy =3 روي خط (2,3)در  Tأهنگ تغيير 
 
 
 
 

 برابر است با x =2روي خط  (2,3) در  Tبه همين ترتيب ،آهنگ تغيير

3
8

3
4

)3,2()3,2(

x
x

T
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)3,2(

)3,2(

y
y

T
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     . آنگاه             باشند،   پيوستههرگاه مشتقات جزئي    : قضيه  
  

 :مثال
  .راتعيين كنيد fهمه مشتق هاي جزئي دوم . فرض  كنيم                            

 : عبارتند از fمشتق هاي جزئي اول 

2xysin)y,x(f

222 cos),(,cos2),( xyyyxfxyxyyxf xy

 برابرند با  fدرنتيجه مشتق هاي جزئي دوم 

 مشتق هاي جزئي مرتبه هاي بالاتر  
   

)(2

2

x

f

xx

f
f xx )(2

2

y

f

yy

f
f yy

)(
x

f

y
ff yxxy )(

y

f

x
ff

xyyx

f
yxxy ff
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 ديفرانسيل كل

 ،مشتقپذير  باشد، يعني(x,y)در  fفرض  كنيم 

yx
y)y,x(fx)y,x(f)y,x(f)yy,xx(f

21

yx

0lim,0lim. 1)0,0(),(2)0,0(),( yxyx

 كه درآن                                                                                                       
 
 

 :درنتيجه
yyxfxyxfyxfyyxxf yxyx ),(),(),(),(lim )0,0(),(

 .مي ناميمyو  xيفرانسيل  دمقادير                  و               را به ترتيب ، 
 

اگر تابع دو متغيره       در          مشتق پذير باشد، آنگاه     در               : قضيه
 .  پيوسته بوده و داراي مشتقات جزئي       و            مي باشد

 

xdxydy

f),( baf),( ba

xfyf
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dy
y

f
dx

x

f
dyyxfdxyxfdf yx ),(),(

 دراين صورت
 
 
 

 :  نمو      عبارت است از. مي خوانيم  fراديفرانسيل كل 

),(),( yxfyyxxff

 . ديفرانسيل كل توابع با بيش از دومتغير نيز به  صورت زير تعريف مي شود
 

 باشد ،آنگاه zو   x ، yيعني ، اگر تابعي با سه متغير 

dz
z

f
dy

y

f
dx

x

f

dzzyxfdyzyxfdxzyxfdf zyx ),,(),,(),,(

f
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نمو          و ديفرانسيل      تابع سه متغيره: مثال  
. در نقطه           و به ازای                ،               و            به دست آوريد 

237

fdfyzxzxyzyxf 32),,(
)4,1,2(3x1y2z



، آنگاه       باشد  پيوسته مشتقات جزئيمتغيره       در نقطه            داراي  اگر تابع دو : قضيه
 .  مي باشدمشتق پذير                   در 

.عكس قضيه فوق صادق نيست :نكته 
نشان دهيد تابع : مثال 

. در مبدا مشتق پذير است ولي مشتقات جزئي اش در مبدا پيوسته نيستند

238
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 دومتغير  هاي قاعده زنجيره ای برای تابع با صورت 

دراين .،               و                  فرض  كنيم )الف     
 صورت

 
 و                       

 در                  ،                     و فرض  كنيم   )ب    
 واين صورت                                 

)t(gx 1)t(gy 2

)t(g),t(gfz 21

),u(gx 1),u(gy 2

),u(g),,u(gfz 21

dt

dy

y

z
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z
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y
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x
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u
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y
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u

x

x

z

u
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 :حل
 داريم

u

y

y

z

u

x

x

z

u

z

y
xu2ylnu2)u2(

y
x)u2)(y(ln

22

22
22

u
)u(u2)uln(u2

 :مثال  
 

 عبارت هاي   .،                      ،                         z = xlnyفرض كنيد 
 

 .و    بنويسيد uو         را برحسب 

22ux22uy

v

z
u

z
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y

y

zx

x
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)2(
y
x)2)(y(ln

22

22
22 )(2)ln(2

u

u
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:هرگاه                                                                            ، ثابت كنيد: مثال
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هرگاه        و       توابعي دو بار مشتق پذير باشند كه   :مثال

:  ثابت كنيد
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 مشتق گيري ضمني  

 :مثال  
 . هرگاه                                                        ،  مطلوب است         و         

        

yx,
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 اگر در معادله                      ،      بر حسب        قابل محاسبه نباشد ،      
حسب        عبارت است بر مشتق پذير باشد و              ، آنگاه مشتقات جزئی 
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فرض كنيد                        ،      مشتق پذير و مشتقات جزئي آن مخالف صفر : مثال
باشند، نشان دهيد 

246
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 تعريف   
 

 .يك بردار باشد                فرض  كنيم                       و
 

 را با                 نمايش مي دهيم  uدر نقطه      ودر جهت  fمشتق سوئي 
 

 و به صورت

nRu

)(afDu

t

aftuaf
afD

t
u

)()(lim)(
0

 .)مشروط براينكه اين حد وجوددداشته باشد(تعريف مي كنيم 

 مشتق سوئي وگراديان  
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 توجه مي كنيم كه اگر                         ،آنگاه
 
 
 
 
 

 واگر                            ، آنگاه
 
 
 
 

 در جهت(حالت هاي خاص مشتق سوئي  fبنابراين مشتق هاي جزئي مرتبه اول 
 .هستند) محورها
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مشتق سوئي تابع                                                                         را در مبدا در : مثال
سوي 

آيا تابع        در مبدا پيوسته است؟  . بردار دلخواه              به دست آوريد
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 :تعريف گراديان 

 روي مجموعه  متغيره    فرض كنيم تابع اسكالر 

 : داراي تمام مشتقات جزئي مرتبه اول باشد در اينصورت          
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:مثال

252



 قضيه  
u باشد، آنگاه واحدمشتقپذير  و        برداري   aاگر                   در 

uafafDu )()(

 :مثال  
 

 مقدار  .و                                       فرض كنيد                                 
 .را بيابيد                

 :حل
 .توجه مي كنيم كه     يك بردار واحد است 

22 yx36)y,x(fj)2/1(i)2/1(u

u

RRf n:
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)
2

1)(y2(
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1)x6(

 درنتيجه
2)

2
1()4(

2
1)6()2,1(fDu

 در جهت بردار fمشتق سوئي . ،      برداري واحداست               در تعريف  
  
 دلخواه و ناصفر       برابراست با                  ،كه در آن 

)(afDuu

a)y,x(fDu

.
a
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 :مثال
 

 را در جهت(0 ,1 ,2) در نقطه  fفرض كنيد                          مشتق سوئي 
 

 .بردار                          بيابيد

zy2

xe)z,y,x(f

k2jia

 :حل 
 چون

 
 پس

24211a

.k
2
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2
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2
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 عبارتند از fمشتق هاي جزئي 
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e)z,y,x(f  بنا براين ،

)
2
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2
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2
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2
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توجه كنيد هرگاه                        مشتق پذير نباشد از فرمول 

.نمي توانيم استفاده كنيم
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:   ويژگي هاي مشتق سوئي                                     
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ه          برابر  ر  ر نقطه              ابع               ق  اه مش مثال: هر
              . اب ه               ب ر  ق      را  ه          برابر         باش مش ر  و 

f (x, y)p(1, 2)

−2j

i+ j

f
2 2

−3−i− 2j



 : مماس بر رويهصفحه 
  F(x,y,z) =0به معادله Sدر نقطه                    واقع برسطح  fفرض  كنيم تابع 

 
 ميگذردP صفحه اي است كه از  Pدر نقطه  S بر صفحه مماس. مشتقپذير باشد 

 
 .و                            بردار نرمال آن است

)z,y,x(P 000

)z,y,x(f 000

k)z,y,x(f

j)z,y,x(fi)z,y,x(f)z,y,x(f

000z

000y000x000

 چون
 
 
 

نرمال است، پس   Sو                      در نقطه                        بر صفحه مماس بر
 معادله اين صفحه عبارت است از

)z,y,x(f 000)z,y,x( 000

0)zz)(z,y,x(f
)yy)(z,y,x(f)xx)(z,y,x(f

0000z

0000y0000x
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 :مثال
 معادله صفحه مماس بر كره                               رادر نقطه 

 بنويسيد
4zyx 2222,1,1

 :حل
 چون. فرض مي كنيم                                                       

 
 

 درنتيجه
 
 
 

 بنابراين معادله صفحه مماس براين كره در نقطه                          عبارت است از
 
 
 يا

4zyx)z,y,x(F 222

x2)z,y,x(F,y2)z,y,x(F,z2)z,y,x(F xyz

2)2,1,1(,2)2,1,1(,22)2,1,1( xyz FFF

2,1,1

4z2yx

0)2z(22)1y(2)1x(2
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 ماكسيمم ومينيمم توابع  دومتغير ه

  تعريف
 در. باشد fزيرمجموعه اي از دامنه  R، و  yو  xتابعي از دومتغير  fفرض  كنيم 
 اين صورت

 
  (x,y)است اگر به ازاي هر  Rدر  f )مطلق(ماكسيمم مقدار                 )   الف     

 
 .                                     Rدر

      
  (x,y)است اگر به ازاي هر  Rدر  f )مطلق(مينيمم مقدار                  )  ب         

 
 .                                     Rدر

 را به ) ب(و) الف(باشد، آنگاه                         مذكور در  fبرابربا دامنه  Rاگر  )پ            
 .گوييم  fترتيب مقدار ماكسيمم و مقدار مينيمم 

)y,x(f 00

)y,x(f 00

)y,x(f 00

)y,x(f)y,x(f 00

)y,x(f)y,x(f 00
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  تعريف  
 

 در اين صورت.اشدب  y و xتابعي از دو متغير  fفرض  كنيم 
 

 به مركزCاست اگر دايره  ماكسيمم نسبيدر                داراي  f )الف      
 

 ، Cدر درون (x,y)وجودداشته باشد به طوري كه به ازاي هر  fدردامنه 

 به مركز  Cاست اگر دايره  مينيمم نسبيدر              داراي   f)ب   
 

 ،Cدر درون   (x,y) وجودداشته باشد به طوري كه به ازاي هر fدردامنه 

)y,x( 00

)y,x(f)y,x(f 00

)y,x( 00

)y,x(f)y,x(f 00

)y,x( 00

)y,x( 00
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 .قضيه زيررابراي ماكسيمم يا مينيمم نسبي توابع با دومتغير داريم

 قضيه
 

 اگر مشتق هاي جزئي. در            ماكسيمم يا مينيمم نسبي دارد fفرض  كنيم 
 
f در             وجودداشته باشند ، آنگاه 
 
 
 

 هرگاه          در        موجود نباشد يا                           آنگاه      را يك نقطه بحراني
 .  ناميم         

 
 
 
 

)y,x( 00

)y,x( 00

0)y,x(f,0)y,x(f 00x00y

fa0)(afa
f
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 :مثال  
 

 )در صورت وجود(را  fمقدا ماكسيمم يا مينيمم . . فرض كنيد                        
 .بيابيد

 :حل
 دستگاه

 
 
 

 تنها مقدار   f(0, 0)=0لذا . است (0 ,0)تنها جواب اين دستگاه .را حل مي كنيم 
 چون. است fماكسيمم يا مينيمم نسبي احتمالي 

 
 
 

 .است f(0,0)=0 داراي مينيمم نسبي (0,0) در  fپس 

22 yx)y,x(f

0x2)y,x(f
0y2)y,x(f

x

y

0)0,0(fyx)y,x(f 22
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مقادير ماكسيمم و مينيمم مطلق تابع : مثال 

روي ناحيه مثلثي واقع در يك چهارم اول و محدود به خطوط 

.بيابيد
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 نقطه زين اسبي

zxy 22
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)آزمون مشتق دوم (: قضيه 

 :باشد در اينصورت   يك نقطه بحراني   فرض مي كنيم 

272

2,: RARAf
Ax0 همسايگي                   N(x 0 )مفروض و 

2
02

2

0

2

02

2

,

,

BAC
CB

BADx
y
fC

x
yx
fBx

x
fA

0x



:آنگاه 
 .نقطه زين اسبی است   نقطه    اگر : الف 

 .مينيمم نسبی است  نقطه   و   اگر: ب

 .ماکزيمم نسبی است  نقطه   و  اگر : ج

 .نمی توان اظهار نظر کرد   اگر  : د
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:مثال 
. نوع نقاط بحراني تابع زير را تعيين كنيد 

 
:حل
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 مضرب لاگرانژ 

 روش مضرب لاگرانژ  براي توابع با دومتغير 

 g(x,y)=0را با شرط   fتابع با دومتغير ) يا مينيمم (مي خواهيم ماكسيمم 
 با معرفي يك متغير چون       تابع جديدي ، به نام تابع لاگرانژ .تعيين كنيم 

 به صورت
 
 

 در   fدر اين صورت ، اگر . مي ناميم مضرب لاگرانژرا .     تعريف مي كنيم 
 

 داشته باشد، آنگاه              وجود دارد به طوري كه ) يا مينيمم (ماكسيمم 
                    
 يك جواب دستگاه سه معادله سه مجهولي                           

 
 .)توجه كنيد كه                         . (است

)y,x(g)y,x(f),y,x(F

0

),y,x( 000

)y,x(gF
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 :مثال  
 

 را تحت  شرط fماكسيمم و مينيمم . فرض كنيد                                  
 

 .تعيين كنيد                                     
 

 :حل
 

 را به صورت  fتابع لاگرانژ 
 

 عبارتند از Fمشتق هاي جزئي مرتبه اول . تعريف مي كنيم

32 y4x)y,x(f

01y2x 22

)12(4),,( 2232 yxyxyxF
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 دستگاه سه معادله سه مجهولي
 
 
 
 

 . يا                  0���معادله اول نتيجه مي دهد كه   .  راحل مي كنيم 
 

 آنگاه                 x =0اگر 
 
 

 .يا            y =0اگر                      آنگاه                       كه نتيجه مي دهد  
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احتمالاً در نقاط                                               f) و مينيمم (بنابراين ، ماكسيمم 
 

                                                      
 
 

 چون .رخ مي دهد 
 
 
 
 
 
 
 

 به شرط                               به ترتيب برابرند با fپس ماكسيمم و مينيمم 
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 تابع  نشان دهيد كه ماكزيمم : تمرين
 است ازروي كره زير عبارت 

:حل  
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فرض كنيد درجه حرارت روي و درون گوي فلزي توسط : مثال
اگر گوي داراي معادله . محاسبه شود

.باشد، گرمترين و سردترين نقطه ي گوي را به دست آوريد

283

2),,( zxyzyxT

4:),,( 222 zyxzyx



284



    انتگرال  دو گانه 
 تابعي  پيوسته و نامنفي روي f،  و xyناحيه بسته اي در صفحه  Rفرض  كنيم 

  
R  فرض  كنيم جسم . باشدD  ازبالا به نمودارf واز پايين بهR  محدود  باشد. 
 

 در اينجا مي خواهيم حجم . مي خوانيم Rوروي  fراناحيه زير نمودار Dدر اين  
 

Dرا  به دست آوريم . z 

x 

y 
D 
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 به ترتيب مقاديرM و   xy،mمستطيلي در صفحه  Rابتدا فرض مي كنيم كه 
 

  Rو روي  f، كه زير نمودار Dپس ناحيه . ، باشند Rدر  fمينيمم و ماكسيمم  
 

 محيط ، و بر مكعــب mو ارتفاع  Rواقع است ، در مكعب مستطيل به قاعده 
  

 مساحتA دراين صورت ،اگر . محاط ، استM وارتفاع  Rمستطيل به قاعده 
 

R  وV حجمDباشد، آنگاه 

 زير مستطيل nرا به   Rحال  ، بارسم خطوط موازي با محورها ،مستطيل  
 

 فرض  كنيم ، به ازاي هر. تقسيم مي كنيم                                      
        
 روي      و       مساحت fو       به ترتيب مقادير مينيمم وماكسيمم           

 
 دراين صورت ،داريم.باشد         

MAVmA.

12n R,R,...,Rni1

imiMiRiA

.AMVAm
n

1i
ii

n

1i
ii
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 تعريف
  برابر ا ست با Rو روي   z = f(x,y)حجم زير سطح 

n

1i
iii0d

A),(flimV

 به ترتيب  Rقبل از بررسي حالت كلي ، متذكر مي شويم كه اگر طول و عرض 
 

 به زير بازه هاي
 
 
 
 

 .تقسيم شود

p1p2110 x,x...,,x,x,x,x

q1q2110 y,y...,,y,y,y,y
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q

1j

p

1i
iii0d

yx),(flimV

 و،                        و                        و                نقطه اي در مستطيل
 

 ، به طول                   و عرض                   قرار داشته باشد ،آنگاه              
 

 داريم

1iii xxx1iii yyy),( ii

ijR
1ii xx1ii yy

  Rدر اين  صورت . ناحيه ا ي بسته و دلخواه باشد  Rحال فرض  كنيد كه 
  

 يك افراز Pفرض  كنيم . مي توان در درون يك مستطيل مانند      قرار داد
 

 اگر                                زير . مستطيل         به زير مستطيل ها باشد 
  

 قرار دارند ، آنگاه مي توان نشان  Rمستطيل هايي باشند كه كاملاً در درون 
 .نيز برقراراست  Dداد كه فرمول فوق براي حجم جسم 

12n R,R,...,R

R

R
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 محاسبه انتگرال  دو گانه   

 مثال
 

 و                           فرض  كنيم   
 

 .را محاسبه كنيد Rو روي  fحجم زير نمودار 

 :حل
 

 ، داريمxبه ازاي هر مقدار ثابت 

y4x)y,x(f 32y1,4x1)y,x(R

2

1

3d

c
dy)y4x(dy)y,x(f)x(A
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6x3
)1(2)1(x)2(2)2(x

3

2323

 در نتيجه ،حجم ناحيه مورد نظر برابر است با

4
1209

x6
4
x3

dx)6x3(dx)x(AV
4

1

4

4

1

3d

c

2y

1y

23 y2yx
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مطلوب است محاسبه                                 كه در آن  :  مثال   

294
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 محاسبه انتگرال  دو گانه درحالت كلي

a b 

 )الف(

)x(g1

)x(g2

c 

d 

 )ب(

)y(h1 )y(h2

1R
2R

292



 
 پيوسته و نامنفي باشد ،آنگاه         روي  fاگر  )الف      

 
 پيوسته و نامنفي باشد ،آنگاه        روي   fاگر  )ب

.dxdy)y,x(fdA)y,x(fV
b

a

)x(g

)x(g
R

2

1
1

1R

2R

.),(),(
)(

)(
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c

yh
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dydxyxfdAyxfV
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D

dxdyyx )sin( كه در آن       ناحيه محصور محاسبه                                   مطلوب است :  مثال 
 
.   بين خطوط            ،              و                    است 

D

0x0yyx
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 :مثال  
 .و                  را محاسبه كنيد                         حجم جسم محدود به سطوح    

 :حل
 سطوح داده شده دو متغير استوانه مدور

 
 يك قسمت از هشت قسمت اين دو متغير استوانه در شكل زير نـشان.هستند 

 
 :داده شده است

9yx 229zy 22

 واز پايين به دايره                       جسم مورد نظر از بالا به سطح   
 

 بنابراين ،حجم اين جسم برابر است با. محدود است 

9yx 22 2y9z
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9yx 22
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 بنابراين ،حجم اين جسم برابر است با

3

0

3

0

32

3

0

y9

0

2

3

0

y9

0

2

.144)y
3
1y9(8dy)y9(8

dyy9x8

dxdyy98V
2

2

 وسپس yالبته براي محاسبه اين انتگرال  دو گانه مي توانيم ابتدا نسبت به  
 
 .ولي ، روش دوم مشكل تر از روش بالاست .   بگيريم  انتگرال  x نسبت به  
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 تغيير ترتيب انتگرال گيري  

 را مي توان با استفاده از                                   ملاحظه كرديم كه انتگرال  دو گانه
 هريك از دو انتگرال  مكرر 
 
 
 
 

 ،حدود انتگرال  fاينكه كدام انتگرال مكرر را به كار مي بريم به تابع .محاسبه كرد
 

 گاهي محاسبه يكي از اين دو انتگرال مكرر مشكل. گيري وسليقه ما بستگي دارد
 

 درحالي كه انتگرال مكرر دوم را به آسـاني مي توان محاسبه . يا غيرممكن است 
 

 »تغييرترتيب انتــــــگرال گيري«تعويض يك انتگرال مكرر به ديگري را  . كرد
 

 .، به ديگري تغيير مي يابدdx dy و  dy dxمي گوييم زيرا يكي از 

R

dA)y,x(f

b

a

)x(g

)x(g

1

2

dydx)y,x(f
d

c

yh

yh
dxdyyxf

)(

)(

1

2

),(  يا
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 مثال  
 .انتگرال مكرر زير را با تغيير ترتيب انتگرال گيري محاسبه كنيد

9

0

3 3sin
y

dxdyx
 :حل

 با توجه به حدود . توجه مي كنيم كه محاسبه                         آسان نيست
 

 ،كه بايد انتگرال  دو گانه روي آن محاسبه شود ، Rانتگرال مكرر فوق ،ناحيه 
 

 ناحيه محدود به نمودارهاي
 
 

 ،x=3 را مي توانيم ناحيه محدود به نمــــودارهاي   Rروشن است كه . است 
 

 .نيز در نظر بگيريمx و محور                 

dxxsin 3

3x,yx,9y0

2xy
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 بنابراين داريم

dAxdxdyx
R

y

39

0

3 3 sinsin

dx
0
x

xsiny

dydxxsin
23

0

3

3

0

x

0

3
2

x 

y 
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3
2xcos

3
1

dxxsinx
3

0

3

3

0

32

 :مثال  
 

 .انتگرال مكرر زير را با تغيير ترتيب انتگرال گيري محاسبه كنيد

1

0

1

y

)x( dxdye
2
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 :حل
 باتوجه به حدود انتگرال گيري،.ساده نيست                     توجه كنيد كه محاسبه 

 
 ، x =yكه انتگرال  روي آن محاسبه مي شود محدود به نمودارها ي   Rناحيه  

 
y =1 , y =0,  x =1  ا ست. 

dxe
2x

y 

x 
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 را به صورت Rاگر 
 

 در نظر بگيريم ،داريم
xy0,1x0)y,x(R

.
2
1

2
ee

2
1

dxxe

dxye

dydxedxdye

1

0

)x(

1

0

)x(

x

0

1

0

)x(

1

0

x

0

)x(1

0

1

y

)x(

2

2

2

22
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با استفاده از تعريف انتگرال دوگانه، مساحت ناحيه                را می : تذکر

: توان به صورت زير به دست آورد  
 
 
 
 

مطلوب است محاسبه انتگرال دوگانه                           که در آن : مثال  
 

.  مثلثی با اضلاع                                         می باشد

D

306

D
dxdyyx )(

oyxyx ,,2

2RD

D

dxdy





مطلوب است محاسبه                                 كه در آن  :  مثال   

307

D

dxdyxy 3]1,0[]1,0[.D



ن :   وب ف ژا عر
ابع  و  ن                     و                      فرض 

زئ  قا  ه مش ه باشن به طور  وس ره  وم
ن صور  ر ا ه باشن  اش ه  وس به اول  مر

J =
∂ x, y( )
∂ u,v( )

≡
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

=
1

∂ u,v( )
∂ x, y( )

u = u(x, y)v = v(x, y)



بدين . از ژاكوبين براي تغيير متغير انتگرالهاي چندگانه استفاده مي شود
ترتيب كه اگر لازم شود در انتگرال                           

متغير با قرار دادن                              
بدين صورت   و   برحسب جملات   تغيير داده شود عبارت  

 :تغيير مي كند 

309

D

dAyxf ),(

vuxxvuyy ,, ,

dudvJdA



:بنابراين بطور كلي داريم 

310

dudvvuF

dudvJvuyvuxf

dAyxf

R

R

R

,

||,,,

,



محصور بين دو هذلولي  انتگرال داده شده را روي ناحيه : مثال
 :واقع در ربع اول محاسبه كنيد و خطوط   

311

dxdyyxI
D

22

xy=2 
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  محصور بين   انتگرال داده شده را روي ناحيه : مثال
 :را محاسبه كنيد و خطوط 

313

dxdyeI
D

yx

yx
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:به مختصات قطبي متغير تغيير  

315

rdrddxdy

rrr

rr
J

ryrx

22 sincos

cossin
sincos

sin,cos



:مثال 
انتگرال دوگانه زير كه در دستگاه دكارتي است را به دستگاه قطبي تبديل 

:و سپس محاسبه مي كنيم 

316

تغيير متغير  : 
به قطبی

arory

rx

sin

2
0cos

dydxyxaI xaa
22222

00
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0
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�
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a
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a
d

a

dI

a
ra

rdrra
a
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مطلوب است محاسبه انتگرال دوگانه                     : مثال  

318

0

22

dxdye yx
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.مساحت يکی از گلبرگهای رز چهارپر                   را بيابيد :مثال

320

2cosr



 :مثال
 در، که و درون نمودار               باشد ناحيه بيرون نمودار  فرض كنيد 

 
 . انتگرال  دو گانه زير را محاسبه کنيد. عددی ثابت است آن 

 
 

R

dxdy
r

1

sina2r

 :حل
 و                  ، دستگاه برای تعيين محل تلاقی دو نمودار 

 
 

 .راحل می کنيم
 
 

 يکديگر و                         پس اين دو نمودار در نقاط . پس            يا          
 

 .را قطع می کنند

sina2r

sina2r
ar

66
5)

6
,a()

6
5,a(
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 :داريمبنابراين ،با توجه به                   
r
1),r(f

6
5

6

sina2r

ar
R

rdrd)
r
1(dA),r(f

sina2r

 

 

6
6
5
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.a
3
2a32

6
a

2
3a2)

6
5(a)

3
3(a2

)acosa2(

d)asina2(

drdrd1

6
5

6

6
5

6

sina2

a

6
5

6

6
5

6

sina2

a
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 :مثال
 

مارپيچ   ، خط            و مساحت ناحيه محدود به دايره های 
 .را محاسبه کنيد

.2)1(
3

1

1

0

3

1

3

1

1

0
dr

r
rdrrdrrdA

rr

 :حل

1r 0
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 رويهمساحت 

  ،              و مشتق های جــزئی  در ناحيه فرض  كنيم به ازای هر 
 

 واقع که روی پيوسته باشند در زير فرمول محاسبه مساحت رويه  
 

 .می آوريم است را 

0)y,x(f

 فرمول مساحت رويه   

 است که روی ناحيه محدود مساحت قسمتی از رويه  فرض  كنيم 
 

 پيوسته باشند ،آنگاه اگر      و       در . واقع است   و بسته 

R

2
y

2
x .dA)y,x(f)y,x(f1S

xfyf
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 مثال
 

 باشد و مستطيل محدود به خطوط  فرض  كنيم 
 

 واقع است  را که روی  مساحت قسمتی از نمودار .                       
 

 .کنيدمحاسبه

2/3x
3
2)y,x(f

2/3x
3
2)y,x(f
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 :حل
 عبارتند از در  به ازای  مشتق های جزئی 

 
 
 

 بنابراين مساحت رويه. پيوسته اند ملاحظه می کنيم که اين مشتق ها روی 
 موردنظر برابر است با 

2/1
x x)y,x(f,0)y,x(fy

R

dAxS 10)( 22/1

3
28)1x(

3
4dx1x2

dxy1xdydx1x

3

0

2/33

0

2

0

3

0

3

0

2

0
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 مثال 
 

 واقع است مساحت قسمتی از نمودار                           را که روی صفحه 
 .محاسبه کنيد

22 yx4)y,x(f

 :حل
 .ربع اين رويه در زير رسم شده است 

y2)y,x(fy

x2)y,x(fx
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22 yx4z
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 پس ، مساحت رويه  مورد نظر برابر است با 

R

22 dAy4x41S

 محاسبه اين انتگرال. ناحيه محدود به دايره                     است  که درآن 
 
 .داريم.در مختصات قطبی آسانتر است  

4yx 22

.)117(
6
1d)117(

12
1

d)r41(
12
1rdrdr41

2/32

0

2/3

2

0

2

0

2/322

0

2

0

2
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 مساحت رويه دوار 

 در آن واقع است دورانحول خطی واقع در صفحه ای که اگر خم مسطحه  
 

 به عنوان مثال ،اگر يک دايره حول قطرش. کند ، يک رويه دوار توليد می شود
  

 دوران کند ،يک کره ، وا گر يک ضلع مستطيل حول ضلع مقابلش دوران کند ،
 

 در اين جا ، می خواهيم فرمولی برای. قسمتی از يک ا ستوانه ،به دست می آيد
 

  در فرض  كنيم . محاسبه مساحت رويه های دوار ارائه می دهيم
 

 . دوران کند نامنفی باشد و نمودار آن حول محور 

331
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 برابراست با مساحت رويه 

b

a

2 dx1)x(f)x(f2S

  مثال
 وشــعاع  فرمولي براي محا سبه مساحت سطح جانبی يک مخروط به ارتفاع  

 
 .به دست آوريد قاعده 

 :حل
 .قرار می دهيم راس اين مخروط را در مبدا مختصات و محور آن را روی محور 

 در اين صورت ، اين مخروط از دوران خط
 

hx0,x
h
ry
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 است بابرابر مخروط مساحت در نتيجه . به دست می آيد حول محور 

.hrrdxxhr
h

r2

dx1)
h
r(x

h
r2S

22h

0

22
2

h

0

2
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 انتگرال سه گانه  
با تعريف مشابه اين تعريف . انتگرال سه گانه درمورد توابع سه متغير ه حقيقی تعريف می شود 

 و و محدودی در صفحه ناحيه بسته  فرض  كنيم . انتگرال  دو گانه  توابع دو متغير ه است
 پيوسته  ناحيه ای در فضا باشد ،به طوری که مشتق های       و       روی 

 
 بين دو رويه به طور هندسی ، . باشند

 
                                            

 
 را مشا هـــده  در شکل زير نمونه ای از ناحيه  . ، واقع است  بالا و پايين 

 
 .می کنيم

)y,x(Fz)y,x(F,R)y,x()z,y,x(D 21

1F2F

)y,x(Fz 1)y,x(Fz 2
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 توسط صفحه های موازی با صفحه های مختصات تقسيم بندی فرض  كنيم 
 

  شود و                            مکعب مستطيل هايی باشند که کاملاً در درون 
 

 . قرار دارند

12n D,D,...,D
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i

n

1i
iii V)w,,u(f

 نمايش بزرگترين قطر     ها باشد ،اگر  . می ناميم  را يک مجموع ريمانی 
 

 برابر است با روی  آنگاه انتگرال سه گانه 

)iViD)w,,u :اگر         نمايش حجم      و                    نقطه ای در        باشد ، آنگاه  iiiiD

D i
iiii0d

V)w,,u(flimdV)z,y,x(f

iD

 روی می توان نشان داد که اگر تابع .به شرطی که اين حد وجود داشته باشد 
 

 .وجود دارد روی  پيوسته باشد،آنگاه انتگرال سه گانه  
337



 پيوسته باشد ، آنگاه روی  همچنين  ، اگر 

dAdz)z,y,x(fdV)z,y,x(f
D R

)y,x(F

)y,x(F

2

1

 ،آنگاهباشد شماره نا حيه اي به صورت شكل هاي اسلايد  به ويژه اگر 
 :به ترتيب داريم

dzdydx)z,y,x(fdV)z,y,x(f
D

bx

ax

)x(gy

)x(gy

)y,x(Fz

)y,x(Fz

2

1

2

1

dzdxdy)z,y,x(fdV)z,y,x(f
D

dy

cy

)y(hx

)y(hx

)y,x(Fz

)y,x(Fz

2

1

2

1
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 مثال 
 

 و                         به ازای                          رويهبين دو  فرض کنيد 
 

 انتگرال سه گانه                را به صورت . و          ،قرار داشته باشد            
 

 .بنويسيد) سه گانه(يک انتگرال مکرر

 :حل
 

 بين دو رويه داده شده و در بالا يا پايينکه  در صفحه  برای تعيين ناحيه 
 

 بر محل نقطه . قراردارد،ابتدا محل تلاقی اين دو رويه راپيدا می کنيم 
 

 .اگر                                     يا               . تلاقی اين دو رويه واقع است
 
 

22 yx3z22 yx5z

0x0y
D

ydV

2222 yx5yx34yx 22
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 .است ناحيه محدود به دايره                 در ربع اول صفحه  بنابراين ،
 

 :پس،                                                   در  چون به ازای 

4yx 22

2222 yx5yx3

dzdxdyyydV
D

2

0

y4

0

yx3

yx5

2 22

22

 تذکر 
 جسم محدود به نمودارهای توابع پيوسته دو متغير ه      و      روی اگر 

 
 برابر است با باشد، آنگاه حجم  در صفحه  ناحيه 

R

dVV 1

1F2F
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 مثال 
 

 و استوانه           را در هشت يک  محدود به صفحه  حجم جسم 
 

 .محاسبه کنيد اول دستگاه مختصات 

2xy

 :حل
 

 در شکل اسلايد بعدی نشان داده  و سطح مقطع آن در صفحه  جسم 
 .شده اند

 
 برابر است با بنابراين حجم جسم 

dzdydxdV1V
D

2

0

4

x

y4

02
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2xy

 

 

 

 

 

2xy
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15
128)
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xx

3
4x8(dx)

2
xx48(
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2
yy4(dydx)y4(

2
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5
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0
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4
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2

0
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4

x
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:تذکر

:در مورد تابع سه متغيره ژاكوبين بطور مشابه چنين تعريف مي شود 

344
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در مختصات استوانه اي ژاكوبين برابر     و در مختصات كروي برابر                   
  .مي باشد          

z
w

z
v

z
u

y
w

y
v

y
u

x
w

x
v

x
u

zyx

wvu

zyx

wvu

J ,,
,,

,,
,,1

rsin2



 انتگرال سه گانه در مختصات استوانه اي 

 ناحيه شكل زير در مختصات قطبي باشد و Rفرض  كنيم  
 
 
 

 در اين صورت اگر تابع.پيوسته هستند  Rكه در آن مشتق هاي       و     در 
 

 :پيوسته باشد،آنگاه  داريم Dدر  fسه متغير ه 

1F2F

),r(Fz),r(F,R),r()z,,r(D 21

)(g

)(g

),r(F

),r(F

D R

),r(F

),r(F

2

1

2

1

2

1

rdzdrd)z,,r(f

dAdz)z,,r(fdV)z,,r(f
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 :مثال  
 استوانه   و y+z=4     ،z =0  ناحيه محدود به صفحه هاي  D فرض كنيد 

 
 انتگرال سه گانه                           را در مختصات. باشد                                

 
 .                         استوانه اي محاسبه كنيد 

16yx 22

D

22 dVyx

x 

y 

z 

R 
o 

D 
16yx 22

y+z=4 

4 

4 
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 :حل
 ،در بازه   r =4  , r =0در مختصات قطبي بين نمودارهاي  Rناحيه 

 
 r =4در مختصات استوانه اي از پايين به دايره  Dبنابراين ،ناحيه .واقع است 

 
 درنتــــــيجه. و از بالا به نمودار                                    محدود است 

 
 چون ،                         پس 
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ryx 22
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 :مثال
 

 و از پايين به مخروط             با                   را كه از بالا به كره   Dحجم ناحيه 
 

 .محدود است ، محاسبه كنيد                      

am

2/m0

m

a
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 :حل
 مجموعه نقاط                است به طوري كه Dناحيه 

 
 

 بنابراين
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20,m0,a0
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2 dddsindV1V
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:انتگرال زير را محاسبه كنيد: مثال

: كه در آن      ناحيه بالاي صفحه      از بيضي گون زير است
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حجم محصور بين مخروط هاي                                ،                                و زير: مثال
.    صفحه            را به دست آوريد

353

)(3 22 yxz )(
3
1 22 yxz

1z



 مباحثی در آناليز برداری
 مقدمه وهدف كلي

 در اين فصل پاياني حساب ديفرانسيل و انتگرال نوع ديگري از توابع را به نام  
 

 ميدان برداري، كه بردارهايي به نقاط فضا نسبت مي دهند ، مورد مطالعه قرار 
 

 .  ميدان گرانش و ميدان الكتريكي مثالهايي از ميدان برداري هستند. مي د هيم 
 

 مباحث مورد بحث ما انتگرال منحني الخط، انتگرال رويه اي و قضيه هاي مهم  
 

گرين ، استوكس و واگرايي هستند، كه تعميم قضيه اساسي حساب ديفرانسيل و انتگرال 
 .  هستند
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  تعريف 1. 1. 9
 

  Dبا دامنه  ميدان بردارياگر              ، آنگاه هر تابع                     را يك 
 

  .مي گوييم

3
RD:F

3
RD

355

 از آنجا كه هر بردار را ميتوان توسط سه مولفه اش نمايش داد، يك ميدان برداري
 

F را به صورت       

k)z,y,x(Pj)z,y,x(Ni)z,y,x(M)z,y,x(F

 به طورساده 

kPjNiMF



F

356

 .توابعي حقيقي روي دامنه      هستند P,N,M نمايش مي دهيم، كه در آن 
  

 و در غير اين  ميدان برداري ايستاسه تابع ثابت باشند،     رايك P,N,Mاگر 
 

 .         گوييم)  يا ديناميك( ميدان برداري پوياصورت آن را يك 
 

F

 به عنوان مثال،                                 يك ميدان برداري ايستا و   
  
 
 .يك ميدان برداري پوياست  
 

kji2)z,y,x(F

kxjiz)z,y,x(F

 هستند،      را توسط بردارهايي  xyدر حالت خاصي كه دامنه و برد     در صفحه
 

 .نمايش ميدهيمxyدر صفحه 

F F



 گراديان به عنوان يك ميدان برداري 
 

 ، f گراديان. يك تابع سه متغيره با مشتـــقات جزئي پيوسته است f فرض كنيم
 

      يعني

k)z,y,x(
z
fj)z,y,x(

y
fi)z,y,x(

x
f)z,y,x(f

 اگر                . يا به طور ساده                                يك ميدان برداري است
 

 . مي ناميم  تابع پتانسيلرا  fو ) كنسرواتيو يا نگهدارنده(آنگاه    را يك ميدان برداري پايستار 
 

 . ميدانهاي برداري در فيزيك پايستار هستند بسياري از

kfjfiff zyxfF

F
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 :مثال
jxyiyyxf را پيدا مي كنيم به طوري كه  fتابع دو متغيره  23 3),(

 :حل 
 

jxyiyyxfj
y

f
i

x

f 23 3),(
 پس
(*) 32 y

x
f,xy3

y
f

 :داريم ،xبا انتگرالگيري از معادله اول نسبت به 
)y(gxy)y,x(f 3

 مشتق جزئي اول اين عبارت نسبت به . ثابت استxبه  نسبت g(y) كه در آن 
 

y  برابراست با 

dy

dg
xy

y

f 23

358



 ،  (*)با مقايسه اين عبارت و معادله دوم 
 

 داريم  

 بنابراين. يك مقدار ثابت استcكه در آن •

359

0
dy
dgو در نتيجه c)y(g

.cxy)y,x(f 3



 يك ميدان برداري ) چرخه يا گردش(كرل 

  :تعريف
  

 يك ميدان برداري است به طوري كه                                    فرض كنيم 
 

        چرخهدر اين صورت، . وجود دارند   Pو M و  Nمشتقهاي جزئي اول
 

 : ،به نمايش                يا              ،  يك ميدان برداري با تعريف زير است
 

kPjNiMF

F

FcurlF

k
y
M

x
Nj

x
P

z
Mi

z
N

y
P

)z,y,x(F)z,y,x(Fcurl
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 براي آسانتر به خاطر سپردن            آن را به صورت نماد دترميناني زير 
 

 :نمايش مي دهيم

Fcurl

PNM
zyx

kji

F

 :مثال
 :چرخه ميدان برداري    را پيدا كنيد 

kxyjxyizyzyxF )24(4)13(,, 222

F
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  :قضيه  
 

 يعني اگر تابع .(اگر                             يك ميدان برداري پايستار باشد
 
f                با مشتق هاي جزئي پيوسته وجود داشته باشد به طوري كه( 
 

 آنگاه

kPjNiMF

fF

y
M

x
N

,
x
P

z
M,

z
N

y
P

 .اگر دامنه     تمام فضا باشد، عكس اين حكم نيز صادق است

 (*) 

F

0F :يعنی

362



:مثال 

ثابت كنيد كه عبارت زيركنسرواتيو است و تابع پتانسيل آن را 
.بدست آوريد 

:حل
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kzyxjzyxizyxV )2(22



0

222 zyxzyxzyx

zyx

kji

V

.يك ميدان برداري كنسرواتيو است   V

 طبق تعريف: 

kVjViV

k
z
F

j
y
F

i
x
F

F

VFF

321
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1,2
2
1

,,

2

2

1

zyEzxyxx

zyxF

zyxV
x
F

zyzyE

zyxVzyEx
y
F

y

y

,

2,2
2

 : ادامه جواب 
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3

2

2

2

3
2
1

2
2
1,,2,1

2
2
1
,

Vzhyx
z

F

zhyyz

zxxyxzyxF

zhyzy

dyzyzyE

z

 : ادامه جواب 
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czzyzx

xyxzyxF

czzdzzh

zzhzyxV
z

22

2

2

3

2
1

2
2
1,,4,3

42
22,

 : ادامه جواب 
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:اولنوع )  منحني الخط(انتگرال خط   

 عبارت از خم  

368

)),(),(()( tztytxtCbta

b

a

b

a
C

dttztytxtztytxf

dttctcfdszyxf

222 ))('('')(,,

)('))((,,

 :   Cدر مسير f(x,y,z)انتگرال روي خم   



:مثال 
 انتگرال روي خم روبرو را محاسبه كنيد

 :                                     عبارت است از خم زير  كه   

369

C

x

dsye

10,
32 1

2

tan)(

)1ln()(

t
ttty

ttx



dt
t

t

t

tt

dsye

t

C

x

1
1

2

1

2

32

2

2

2

1

0
2

1

.
1

tan

:حل
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1

0
2

1

0
2

11

0

1

1
3

1
tantan2

t

dt

dt
t

t
ttd

dt
t

tt1

0
2

1

1

3tan2 :ادامه پاسخ 
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4
32

2
1

16

0
1

tan3

1
2
1tan

2

1

221

Ln

t

tLnt

:ادامه پاسخ 
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 Cروي منحني هموار                               نيروي اثرفرض  كنيم جسمي تحت 
 
 اين جسماگر  .حركت مي كند                                             به معادله برداري   
 
 قسمت ازمنحني تقريباً يك خط اين  را بپيمايد، C قسمت  كوچكي از منحني  
 

 راست است ودرنتيجه مقدار كار انجام شده تقريباً برابراست با حاصلــــــضرب                  
 

 بنابراين  .مي شودCروي      باعث حركت جسم روي زيرامولفه    ،                             
 

 به كمان هاي كوچك افراز كنيم                      رادر نقاط     C محدوداگر منحني 
 
 ،آنگاه مقدار كارانجام شده تقريباً برابراست با 
 
 

kPjNiMF

k)t(hj)t(gi)t(f)t(r

r.FWFr

12n P,P,...,P

nnn2n1 r).P(F...r).P(Fr).P(F

 نوع دوم)  منحني الخط(  انتگرال خط
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 در نتيجه مقدار كار انجام شده توسط نيروي     برابراست با حد اين مجموع 
 

 وقتي              ودر نتيجه
 
 
 

 .گوييممي  Cروي نوع دوم )  منحني الخط(  انتگرال خط انتگرال بالارا 
C

rd.FW

F

n
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 ،Aبه Bاز Cبه آساني ديده مي شود كه اگر جهت حركت جسم روي منحني 
 

 باشد ، آنگاه Cمخالف با جهت C–يا به طور كلي ،اگر جهت منحني 

.rd.Frd.F
CC

 :مثال  
 

  Cروي مارپيــچ                                                      جسمي تحت اثر نيروي 
 

 به سمت بالا                                                                       به معادله 
 

 .كار انجام شده توسط اين نيرو را محاسبه كنيد.حركت مي كند 

kyxjxziyz)z,y,x(F

2t0,ktjtsinitcos)t(r

375



 :حل
 چون

 
 
 
 
 
 
 

 پس كار انجام شده برابراست با

1)t(h
dt
dz,t)t(hz

tcos)t(g
dt
dy,tsin)t(gy

tsin)t(f
dt
dx,tcos)t(fx

.2tsin
2
1t

2
1

dt)tcostsint(

dttcostsintcos)tcost()tsin)(tsint(rd.FW

2
2

0

22

2

0

2

0C
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 تذكر
 هموار نباشد ولي مركب از منحني هاي هموار Cفرض  كـــــنيم منحني 

 
 به طور قطعه اي هموار باشد،آنگاهCبه عبارت ديگر،اگر . باشد                     

n

i
CC i

rdFrdF
1

..
 :مثال  
 

 منحني هاي شكل زير با جهــت هاي دادهكنيد                         فرض 
  

 دهيد كه، نشان باشد                  كيب تر     Cاگر .شده باشند

12n C,C,...,C

0123 C,C,C,C

123 C,C,C

C C
dzxydyxzdxyzdzxydyxzdxyz

0

377



 :حل
 :معادلات  پارامتري منحني هاي داده شده عبارتند از

1
dt
dz

dt
dy

dt
dx1t0,ktjtit)t(r:C 00

1
dt
dy,0

dt
dz

dt
dx1t0,jti)t(r:C 22

1,010,)(: 33 dt

dz

dt

dy

dt

dx
tktjtitrC

0C

1C

2C

3C

1,010,)(: 11 dt

dx

dt

dz

dt

dy
tittrC
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 بنابراين

1dt1dt0dt0

dt1)1.1(0)t.1(0)t.1(

dt0)t.1(1)0.1(0)0.t(

dt0)0.t(0)0.t(1)0.0(dzxydyxzdxyz

1

0

1

0

1

0

C

C

C C

3

2

1

 و

1dtt3

dt1)t.t(1)t.t(1)t.t(dzxydyxzdxyz
1

0

2

C

1

00

 در نتيجه حكم مساله اثبات شده است
379



 :مثال 
 مطلوبست محاسبه انتگرال                                            

را به يكديگر وصل  و  در مسير خطهاي زير كه دو نقطه 
 :مي كنند 

 

380

 :    y=xخط ) الف

3

1

0

1

3

1 321

0

xdxxxxI

C dyxyxydxI

:حل



  سهمي)ب

381

:حل
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1

3
2

�
3

3
2

�
3
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2

0

13�

1

0
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1

0
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dxxx

dxxxxxI



  سهمي) ج

382

:حل
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3
1

2
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2
3
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2
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2
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2
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2
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2
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1
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dxxxxxI



 :خطاساسي انتگرال قضيه 
 

 با نقطه ابتدايي)يا قطعه اي هموار(يك منحني جهت دار هموار Cفرض  كنيم 
 
  Cفرض  كنيم ميدان برداري      روي . باشدوانتهايي                                          
 

 مشتقپذير  است دراين صورت                Cروي  fدرآن ، كه                           پيوسته و 

)z,y,x( 000)z,y,x( 111F

fgradfF

.)z,y,x(f)z,y,x(frd.frd.F 000111
C

C

383



 تذكر
 

 دوباشدبه طوري كه براي هر  Dاگر   يك ميدان برداري پيوسته با دامنه 
 

 ابتدا وانتهاي يكسان ،، با  Dمنحني جهت دار            در 
 
 
 
 

 اساسي، قضيه بنابراين . است  مستقل از مسير                 آنگاه مي گوييم كه  
 

 انتگــرال خط بيان مي كند كه اگر     پايستار باشد آنگاه               مستقل
 

 .از مسير است

F

F

C
rd.F

C
rd.F

12 C,C

21 CC
rdFrd.F
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 :مثال
 

 تا            توسط                    از     Cفرض كنيد منحني 
 
 
 

 داده شده باشد و
 
 
 
 

 .انتگرال خط                    را پيدا كنيد

)
2
1,1,1()

2
1,1,1(

1t1,k
1t

tjtitcos)t(r 2
3/54

.k)zcosxz2(jxi)zxy2()z,y,x(F 22

C
rd.F

385



 :حل
 در آن، كه                            

 
 
 
 

 توجه به قضيه اساسي انتگرال خط ، داريم، با در نتيجه 

.sin),,( 22 zxzyxzyxf

fF

.41
4
111

4
11

2
1,1,1

2
1,1,1. ffrdF

C
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 يك منحني بسته باشد، Cاگر . مستقل از مسير باشد                  فرض  كنيم 
 

 را مي توان تركيب دومتغير منحني جهت دار Cزيرا                     آنگاه 
 

 .استانتهاي        و ابتداي                   در نظر گرفت كه در آن انتهاي                

C
rd.F

0rd.F
C

12 C,C1C1C2C

1C 2C

387



 يكسانند،پسر            و     چون ابتدا وانتهاي دم منحني  

21
..

CCC
rdFrdFrdF

1C2C

.0rdFrd.F
11 CC

 ،                ، Dدر  Cهمچنين ،اگر براي هر منحني جهت دار وبسته 
 

 :احكام زير معادل اندبنابراين .                   آنگاه     پايستار است ،يعني 

0rd.F
C

FfF

 .پايستار است، يعني                           .1
 
 .مستقل از مسير است                 .2
 
 .،                   دامنه در  Cبراي هر منحني جهت دار وبسته  .3

F

F

C
rd.F

0rd.F
C

gradfF
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 :گرينقضيه   

 توسط منحني جهت دار قـــطعه اي هموار ، xyدر صفحه  Rفرض  كنيم ناحيه 
 

 دومتغير تابع دومتغير ه با مشتقات جزئي Nو  Mمحدود شده و  Cساده وبسته 
 

 در اين صورت . پيوسته باشند 

.dA
y
M

x
NdyNdxM

C
R

389



 مثال  
 

 دايره                  Cو كنيد                                                        فرض 
 

 .را محاسبه كنيد                           مقدار انتگرال   . است

 :حل
 محاسبه  اين انتگرال به طور مستقيم چندان مشكل نيست ،ولي استفاده از

 چون. قضيه گرين ساده تر است

yx)y,x(M,x)y,x(N 234yx 22

.dA
y
M

x
NdyNdxM

C
R

C
dyNdxM

R

22 dA)xx3(
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rdrdr

dAx
R

2

0

2

0

2

2

)cos(4

4

d

dr

drdr

2

0

2

2

0

2

0

42

2

0

2

0

23

cos16

)(cos

cos4

.162sin
4
1

2
16

d2cos
2
1

2
116

2

0

2

0
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: تعميم قضيه گرين

.  فرض كنيد       و       دو منحني بسته ساده بوده و       به طور كامل درون     باشد
همچنين فرض كنيد                     ميداني تعريف شده بر ناحيه اي باز حاوي دو  

منحني     و       و مجموعه نقاط بين اين دو منحني بوده، بر اين ناحيه مشتقات جزئي 
در اين صورت. پيوسته داشته باشد

.   كه در آن        ناحيه بين دو منحني      و       مي باشد
       

392

C1C1CC

NjMiF

C1C

C C R

dxdy
y

P

x

Q
NdyMdxNdyMdx

1

RC1C



مطلوب است محاسبه                                              كه در آن : مثال

.است(          )  بيضي                        )       الف( 

.  دايره                      است)        ب(

393

C

dy
yx

x
dx

yx

y
2222 44

C224 ayx0a

C122 yx



394



395



)رويه(انتگرال سطح 
:انتگرال سطح نوع اول

فرض كنيم سطح    در فضا داراي معارله اي به صورت 

همچنين فرض كنيد       تابعي  پيوسته تعريف شده در . بوده و      مشتق پذير باشد
در اين صورت. يك همسايگي سطح      باشد

 
                                        

396

S

),,( yxgz 2),( RDyx
gf

S

dxdyggyxgyxffd yx

S D

221)),(,,(



مطلوب است محاسبه انتگرال زير : مثال  

   .    كه در آن    قسمتي از صفحه                       در      اول فضا مي باشد

397

S

dyzx )( 2

S1zyx
8
1



398



مطلوب است محاسبه انتگرال                           كه در آن      قسمتي از : مثال
.     مخروط                       زير صفحه          است

399

dyx
S

)( 22S
22 yxz1z



400



مطلوب است  محاسبه                  كه       سطح بسته متشكل از استوانه:  مثال

. و صفحات          و             مي باشد                         
 

         

401

S
S

xyzd

122 yx1z3z



402



مساحت جانبی رويه

:مساحت جانبی رويه     به صورت زير به دست می آيد  
  

403

S

S

d



مطلوب است محاسبه مساحت قسمتي از كره                            درون مخروط  : مثال
 

404

3222 zyx

22. yxz
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مساحت قسمتی از مخروط                        بين صفحات          و : مثال  
. به دست آوريد

406

22 yxz1z2z



407



انتگرال سطح نوع دوم
در اين صورت سطح    را جهت پذير . فر ض کنيد    رويه ای در فضای      باشد

گوييم هرگاه بتوانيم به هر نقطه از سطح      يک بردار قائم يکه نظير کرده و اين 
تناظر به گونه ای باشد که با حرکت بر روی سطح متناظر به طور پيوسته تغيير 

برای چنين سطحی  می توان با توجه به جهت کلی بردارهای قائم يکه بر . نمايد
. سطح جهت مثبت و جهت منفی را تعريف نمود  

 
.نوار موبيوس جهت پذير نيست: مثال  

408

S
3RS

S



409

پذير،                      ميدان متناظر  جهت يك سطح    فرض كنيد   : تعريف
S       بردارهاي قائم يكه تعريف شده بر سطح      و                              

2: RSn S

 
 

عبارت . ميداني تعريف شده در ناحيه اي از فضا در بر گيرنده سطح     باشد

     
.      را شار ميدان      عبور کننده از سطح       در جهت بردار      ناميم

),,( PNMF

S

S

dnF.
FSn



410



را به دست آوريد كه در آن   شار ميدان                            گذرنده از سطح   :  مثال
بين صفحات             و   قسمتي از استوانه                      بالاي صفحه        

.مي باشد                
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را به دست آوريد كه    گذرنده از سطح                                       شار ميدان : مثال
و صفحه            است و                     در آن      سطح بسته متشكل از سهميگون 

.       همه جا رو به بالاست    
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 :مثال
را به    ميدان                                     گذرنده از سطح   شار 

قسمتي از استوانه                 بين  دست آوريد كه در آن     
به سمت خارج  جا صفحات        و           است و      همه 

. استوانه است
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:) واگرائي(تعريف ديورژانس 

.  در تمام نقاط تعريف شده مشتق پذير باشد اگر تابع برداری

 :عبارت است از ديورژانس تابع
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:مثال 
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 :حساب كنيد  (1,1,1)را در نقطه     ديورژانس 
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)قضيه ديورژانس(قضيه واگرايی 

فرض كنيد       يك سطح بسته كراندار و قطعه به قطعه هموار در فضاي       بوده؛ 
فرض كنيد. بردار قائم يكه  سطح همه جا رو به سمت خارج سطح باشد

ميداني با مشتقات جزئي پيوسته تعريف شده در ناحيه اي از فضا در بر گيرنده سطح
:در اين صورت داريم. و نقاط دروني اين سطح باشد

.           كه در آن               ناحيه اي محصور توسط سطح بسته     است
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:مطلوب است محاسبه                     در هر يك از حالات زير: مثال 

و        سطح كره                           و      همه  )                                     الف(
.               جا رو به سمت داخل كره است

420

S

dnF.

)1,2,4(),,( yxzyxFS1222 zyxn



و       سطح بسته متشكل از استوانه )                                                          ب(
و  صفحات           و           است و      همه جا رو به سمت خارج                               

.                  استوانه
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استفاده از قضيه ديورژانس مسائل انتگرال سطح روي سطح بسته، در حل برخي از  :تذكر
.مجاز نمي باشد

هرگاه                                                    باشد،        سطح كره :  مثال    

و        همه جا رو به سمت خارج كره باشد، مطلوب است                                               
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در برخي مسائل انتگرال سطح روي سطوح غير بسته، مي توان با بستن سطح از : تذكر
.قضيه ديورژانس استفاده نمود

فرض كنيد     قسمتي از سطح                          بالاي صفحه      و       همه  : مثال 
براي ميدان . جا رو به بالاي سطح باشد

. مطلوب است محاسبه                  
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قضيه استوکس
همچنين . فرض كنيم       سطحي كراندار، جهت پذير و قطعه به قطعه هموار باشد

فرض كنيد     ، منحني مرزي    ، منحني پاده اي هموار منظم بوده و جهت حركت بر   
روي      با توجه به بردار قائم يكه بر سطح      در خلاف جهت عقربه هاي ساعت   
اگر                       ميداني با مشتقات جزئي  . تعيين شده باشد) قانون دست راست(

پيوسته تعريف شده در ناحيه اي از فضا در بر گيرنده سطح      و منحني       باشد،  
آنگاه 
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مطلوب است محاسبه                                                                   :مثال

كه در آن        منحني بسته حاصل از تلاقي صفحه                          با صفحات 
مختصات و جهت حركت بر روي آن با توجه به بردار            در خلاف جهت عقربه 

 .     هاي ساعت است

428

C

dzxzdyzydxyx )()()( 2222

C22 zyx

)1,1,2(



429



مطلوب است                                                كه در آن       فصل مشترك: مثال

.   صفحه            و مخروط                           است كه جهتش پادساعتگرد مي باشد 
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